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Kurzfassung

Die Optimierung der strukturellen Crashsicherheit ist ein wichtiges Forschungs-
feld der Fahrzeugsicherheit. Auf Basis der Crashsimulation kann der Einsatz von
Methoden zur Dimensionierung, Form- und Topologieoptimierung sinnvoll sein. Je-
doch ist ein Crash ein hochdynamischer Prozess und durch starke Nichtlinearitéten
charakterisiert. Dies erschwert die Ermittlung von fiir viele Optimierungsverfahren
wichtigen analytischen Sensitivitaten der Ziel- und Restriktionsfunktionen beztig-
lich der Entwurfsvariablen.

In dieser Dissertation wird die Topologische Ableitung unter Materialnichtli-
nearitét, grofler Verformung und Zeitabhéngigkeit vorgestellt. Hierbei gibt die
Topologische Ableitung an, wie sich ein Funktional durch Einbringen einer Aus-
sparung verandert. Mithilfe der adjungierten Methode und einer Interpolation des
elasto-plastischen Materialverhaltens wird ein Berechnungsverfahren zur Bestim-
mung dieser Sensitivitat entwickelt.

Die Funktionale werden um die mechanischen nichtlinear transienten Gleichge-
wichtsbedingungen mit einem Lagrange-Multiplikator (der Adjungierten) erweitert.
Dieser wird so gewéhlt, dass implizite Ableitungsterme, wie beispielsweise die
Ableitung der Verschiebung nach der Entwurfsvariable, nicht mehr berechnet
werden miissen, sondern nur die expliziten Ableitungsterme, wie beispielsweise
die Ableitung des Funktionals nach der Entwurfsvariable. Fiir die Berechnung der
Adjungierten ist ein Endwertproblem zu lésen. Je nachdem, ob zuerst differenziert
wird und anschliefend die zeitliche Diskretisierung erfolgt oder umgekehrt, ent-
steht ein eigenes Losungsschema fiir die Adjungierte. Die Entwicklung ist zunéchst
allgemein gehalten, so dass das adjungierte Losungsschema auch fiir Funktionale,
die Geschwindigkeiten oder Beschleunigungen beinhalten, giiltig ist. Fir die in-
nere Energie einer Struktur und die Verschiebung eines Einzelpunktes wird die
Topologische Ableitung in analytischer Form konkretisiert.

Es verbleiben fiir die Berechnung der Topologischen Ableitung Integralterme,
deren Auflésung analytisch nicht mehr moglich ist. Diese Integration wird durch
eine Materialinterpolation ersetzt, die das durch plastische Dehnung und isotrope
Verfestigung entstandene Materialverhalten temporar linearisiert wiedergibt.

Stichworte: Topologische Ableitung, nichtlinear dynamische Probleme, adjungierte
Methode



Katrin Weider
Topological derivatives for the optimization of crashloaded structures

PhD thesis, University of Wuppertal, School of Mechanical Engineering and Safety
Engineering, Chair for Optimization of Mechanical Structures, September 2021

Abstract

Optimizing structural crash safety is an important field of research in vehicle safety.
Based on crash simulation, it can be useful to apply methods for dimensioning,
shape and topology optimization. However, a crash is a highly dynamic process
and characterized by strong nonlinearities. This makes it difficult to determine
analytical sensitivities of the objective and the constraints with respect to the
design variables, which are important for many optimization procedures.

In this thesis, the Topological Derivative considering material nonlinearity, large
deformation and time dependency is presented. Here, the Topological Derivative
indicates how a functional would be affected by introducing a cut-out. Using the
adjoint method and an interpolation of the elasto-plastic material behavior, a
method for the determination of this sensitivity is developed.

The functionals are extended by the mechanical nonlinear transient equilibrium
equations with a Lagrange multiplier (the adjoint). This is chosen in a way that
the implicit derivatives, such as the derivative of the displacement with respect to
the design variable, are circumvented and only the explicit derivation terms, as for
example the derivation of the functional with respect to the design variable, are
required. For the calculation of the adjoint, a terminal value problem has to be
solved. Depending on whether first differentiation and then discretization in the
time domain is performed or vice versa, a separate solution scheme for the adjoint
is derived. The general development allows also the usage of the adjoint solution
scheme for functionals, which contain velocities or accelerations. For the internal
energy of a structure and the displacement of a single point, the Topological
Derivative is specified in the analytical form.

For the calculation of the Topological Derivative, integration terms remain, whose
analytical resolution is no longer possible. This integration is replaced by a material
interpolation, which represents the material behavior resulting from plastic strain
and isotropic hardening in the temporarily linearized form.

Keywords: Topological Derivatives, nonlinear dynamic problems, adjoint me-
thod
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1 Einleitung

Die crashgerechte Karosserieentwicklung dient der Verbesserung der passiven Fahr-
zeugsicherheit. Bei einem nicht mehr vermeidbaren Unfall soll das Verletzungsrisiko
der Insassen der Fahrzeuge und Fufiginger reduziert werden. Auflerdem ist die
Kraftstoffdichtigkeit der Tankanlage und in neuen Technologien auch der Hochvolt-
batterieschutz ein wichtiges Entwicklungskriterium. Weitere Anwendungsgebiete
fiir crashsichere Auslegung sind Bahnverkehr, Schutz von Transportgiitern und
mittlerweile auch die Auslegung von Kabinensystemen von Grofraumflugzeugen.
Die passive Sicherheit kann durch eine stabile Fahrgastzelle und durch Energieum-
wandlung der kinetischen Energie in Dehnungsenergie im Knautschzonenbereich
zum Beispiel durch Faltenbeulen erreicht werden.

Als Berechnungsmethode wird in der crashsicheren Entwicklung zur Auslegung
von Teilen der Karosserie die Methode der finiten Elemente zur Approximation
der analytischen Losung verwendet. Das kinematische Verhalten des Fahrzeugs
wird dabei rechnerisch erfasst. Das Verletzungsrisiko von Insassen und Fufigdngern
wird mit Dummys bewertet, bei denen Beschleunigungen, Deformationen und
Krafte gemessen werden. Die Simulation erlaubt detaillierte Einblicke in den
zeitlichen Ablauf der Deformationen, so dass Schnittkrifte ausgewertet werden
konnen, ein zielgerichteter Kraftfluss innerhalb der Karosserie gewéhrleistet wird
und Deformationen in schiitzenswerten Bereichen vermieden werden.

1.1 Problemstellung und Motivation

Auf Basis der Crashsimulation kann der Einsatz von Optimierungsmethoden zur
Dimensionierung, Form und Topologie von Komponenten der Karosserie sinnvoll
sein. Insbesondere die Topologieoptimierung, bei der die Lage und Anordnung
von Strukturelementen bestimmt wird, kann hier einen wertvollen Beitrag leisten.
Sie ist die flexibelste Form der Optimierung, da nicht nur eine Anderung der
Dimension und Form, sondern auch Aussparungen innerhalb der Struktur zugelas-
sen werden. Bei der Topologieoptimierung wird fiir jeden Punkt des Bauraums
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entschieden, ob dort Material ist oder nicht. Damit entsteht eine sehr hohe Anzahl
an Entwurfsvariablen, welche die zu optimierenden Parameter der Struktur sind.
Analytische Sensitivitdten der Ziel- und Restriktionsfunktionen beziiglich der
Entwurfsvariablen erméglichen eine effiziente Optimierung. Jedoch ist ein Crash
hochgradig nichtlinear und dies erschwert die Ermittlung von analytischen Sensi-
tivitdten fir die Optimierung. Die Nichtlinearitaten werden in drei wesentlichen
Gruppen kategorisiert:

1. Geometrische Nichtlinearitat
GroBe Deformationen und Rotationen genauso wie grofle Verzerrungen er-
fordern die Betrachtung mittels nichtlinearer VerzerrungsmafBe, die die Geo-
metrie exakt erfassen. Stabilitdtsphdnomene wie Durchschlags- und Verzwei-
gungsprobleme (beispielsweise Knicken und Beulen) gehéren ebenfalls in die
Kategorie der geometrisch nichtlinearen Phénomene.

2. Nichtlineares Materialverhalten

Typischerweise tritt bei metallischen Werkstoffen ein elasto-plastisches oder
ein viskoplastisches Materialverhalten auf. Das bedeutet, es entstehen blei-
bende Verformungen durch plastisches FlieBen. Bei isotroper Verfestigung ist
die Fliefigrenze nach einer Entlastung und erneuter Belastung richtungsun-
abhéngig groBer. Erhoht sich die FlieBgrenze bei schnellerer Belastung, dann
wird von kinematischer Verfestigung gesprochen. Bei hinreichend grofien
Deformationen versagt der Werkstoff schliellich.

3. Nichtlineare Randbedingungen
Andern sich wihrend der Deformation die Randbedingungen wie zum Beispiel
durch Kontakt zu umgebenden Bauteilen wird von nichtlinearen Randbedin-
gungen gesprochen. Beim Crash sind Kontaktphénomene als Abstiitzungsef-
fekte explizit erwiinscht.

Gerade Durchschlags- und Verzweigungsprobleme machen das Crashverhalten sehr
schwer vorhersagbar. Eine Crashsimulation umfasst alle genannten Nichtlinearita-
ten und ist damit das erdenklich komplizierteste an transienter, also dynamisch
veranderlicher, strukturmechanischer Modellierung. Die gesamte Komplexitét
resultiert in langen Rechenzeiten, selbst fiir eine einzelne Crashsimulation.

Das Ziel dieser Dissertation ist die Entwicklung einer analytischen Sensitivitét fiir
die Topologieoptimierung crashbelasteter Strukturen. Mithilfe der sogenannten
adjungierten Methode und einer Interpolation des elasto-plastischen Material-
verhaltens wird ein Berechnungsverfahren zur Bestimmung der als Topologische
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Ableitung bezeichneten Sensitivitat unter groflen transienten Deformationen und
Verzerrungen und nichtlinearem Materialverhalten entwickelt.

1.2 Aufbau der Dissertation

Zur Einordnung der Topologischen Ableitung wird im néchsten Kapitel der Stand
der Forschung zur Topologieoptimierung crashbelasteter Strukturen vorgestellt.
Der Ausgangspunkt fiir die Entwicklung der nichtlinearen Topologischen Ableitung
ist die Darstellung der aktuellen Anwendung bei klassischen linearen Problemstel-
lungen.

In Kapitel 3 werden die Grundlagen der nichtlinearen Struktursimulation erlautert.
Dies umfasst die kontinuierliche Beschreibung der Bewegung als Anfangsrand-
wertproblem bis hin zur rdumlichen Diskretisierung mit der Methode der finiten
Elemente. Die Losung des diskreten Anfangsrandwertproblems erfolgt dann mit
impliziter Zeitintegration.

Die nichtlinear transiente Topologische Ableitung wird in Kapitel 4 hergeleitet.
Dazu wird zunéchst die Definition der Topologischen Ableitung mit dem Diffe-
rentialquotienten eingefithrt und die Verbindung zur sogenannten Formableitung
erldutert. Die Berechnung der Formableitung erfolgt nach zwei gleichwertigen
Schemata mithilfe der adjungierten Methode. Die Definition dreier Funktionale,
die fiir die crashgerechte Karosserieentwicklung verwendet werden, vervollstandigt
den rein analytischen Teil dieser Arbeit. Bis hierhin sind alle Ergebnisse sowohl
fiir Schalen- als auch fiir Volumenmodelle giiltig.

Die spezielle Anwendung bei Schalenmodellen zur Auslegung von Blechbauteilen
wird in Kapitel 5 thematisiert. Obwohl die konkrete Modellierung des nichtlinearen
Materialverhaltens bei der Herleitung nicht verwendet wird, wird diese zur finalen
Berechnung der Topologischen Ableitung bendtigt. Beispielhaft wird anhand eines
elasto-plastischen Materialmodells eine Materialinterpolation entwickelt und die
Topologische Ableitung berechnet.

Die Anwendung und Priifung der Plausibilitidt der entwickelten Berechnungsmodel-
le der nichtlinear transienten Topologischen Ableitung erfolgt an zwei praktischen
Beispielen. Mit einem Balken kann der Grenziibergang zur linearen Topologischen
Ableitung aufgezeigt werden. Die Komplexitat wird dann hin zu grofien Verschie-
bungen und schlieBlich zur hochdynamischen Belastung eines Kragtriagers mit
plastischen Dehnungen gesteigert.

Die Ergebnisse werden in Kapitel 7 zusammengefasst und weitere Untersuchungs-
und Anwendungsmoglichkeiten diskutiert.
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Die Methoden zur Topologieoptimierung crashbelasteter Strukturen werden zu-
nachst in zwei Teilen vorgestellt. Im ersten Teil werden Methoden diskutiert, die
basierend auf Heuristiken oder Ersatz-Sensitivitaten die Topologie verandern. Im
zweiten Abschnitt werden die Methoden vorgestellt, die bereits eine analytische Sen-
sitivitdtenbestimmung beinhalten. Die diskutierten Verfahren werden anschliefend
hinsichtlich der Vertrauenswiirdigkeit und Anwendbarkeit mit Crashsimulationen
gepriift. Die Topologische Ableitung und ihre Anwendungsmoglichkeiten werden
im finalen Abschnitt dieses Kapitels motiviert.

2.1 Topologieoptimierung crashbelasteter
Strukturen mit Ersatz-Sensitivitaten

Heuristiken sind methodische Anleitungen basierend auf abgeleitetem Experten-
wissen. Als Ersatz-Sensitivitaten werden hier Sensitivitdten bezeichnet, die fur
Ersatz-Zielfunktionale entwickelt wurden und daher nur indirekt mit dem Op-
timierungsziel im Crash zusammenhéngen. Einige der Verfahren kénnen in den
Entwicklungsprozess von Fahrzeugkarosserien durch kommerzielle Software bereits
integriert werden.

Die Grundlage fiir die Arbeit von Mayer etal. 1996 ist die Homogenisierungs-
methode (Bendsge und Kikuchi 1988). Der Zusammenhang zwischen Material-
dichte und Elastizitdtsmodul wird durch die Homogenisierung einer periodischen
Mikrostruktur hergeleitet. Diese Mikrostruktur setzt sich aus sogenannten Mi-
krozellen zusammen und stellt poroses Material dar. Die Mikrozellen selbst sind
aus massivem Material mit einer Aussparung, deren Mafle und Orientierung die
Entwurfsvariablen sind. Die Ermittlung des Elastizitatsmoduls erfolgt numerisch
mit einer sehr feinen Finite-Elemente-Berechnung der Mikrozelle fiir verschiedene
Kombinationen der Entwurfsvariablen. Damit kann eine Approximation fiir den
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Elastizitdtsmodul aufgestellt und die Ableitung beziiglich der Entwurfsvariablen
gebildet werden.

Bei der Ubertragung auf die Optimierung crashbelasteter Strukturen, werden
bei Mayer etal. 1996 quadratische Aussparungen variabler Grofle verwendet, um
den Elastizitdtsmodul, die Fliegrenze und den Tangentenmodul eines bilinearen
elasto-plastischen Materialmodells mit linearer Verfestigung zu beeinflussen. Ziel
der Optimierung ist die Maximierung der Energieaufnahme der Struktur bei einem
Heckaufprall. Das Zielfunktional wird aus den gewichteten inneren Energien der Ge-
samtstruktur zu diskreten Zeitpunkten wahrend der Berechnung zusammengesetzt.
Die Entwurfsvariablen sind die relativen Dichten des Materials jedes Elements, die
durch die Aussparungen entstehen. Die Anpassung der Dichten erfolgt mit dem
Optimalitatskriterium. Nach der Dichteanpassung werden Elemente mit Dichte
unterhalb eines Grenzwertes geloscht und die Dichten der verbleibenden Elemente
wieder auf die Volldichte ohne Porositat gesetzt. Einmal geléscht, kénnen Elemente
nicht in den Optimierungszyklus zuriickkehren. Die Einordnung als Verfahren
mit Ersatz-Sensitivitaten erfolgt hier, da zwar analytische Ableitungen gebildet,
bei der Definition des Zielfunktionals aber keine Nichtlinearitdten beriicksichtigt
werden.

Fur die Modellierung der verdnderlichen Parameter bedienen sich einige der fol-
genden Methoden beim sogenannten SIMP-Ansatz (Solid Isotropic Material with
Penalization), der bei der Optimierung mit der Dichtemethode (Bendsge 1989)
verwendet wird. Die Dichte eines finiten Elements kann dabei Werte zwischen 0
und 1 annehmen, wobei 0 ,kein Material“ und 1 ,Vollmaterial* bedeutet. Tat-
séchlich wird aus numerischen Griinden statt null eine minimale Dichte verwendet.
Der Elastizitdtsmodul wird iiber die Elementdichte verandert. Damit im opti-
mierten Design moglichst keine Zwischendichten bleiben, wird fiir die Skalierung
des Elastizitdtsmoduls ein Potenzansatz verwendet. Je grofier der Exponent der
Elementdichte, desto stérker werden Zwischendichten bestraft. Bei der Verwendung
des SIMP-Ansatzes fiir die Crash-Optimierung werden auch die weiteren physi-
kalischen Eigenschaften wie beispielsweise die Fliegrenze und die FlieBfunktion
abhéngig von der Elementdichte mit einem Polynomansatz interpoliert. Jeder
Materialparameter hat in der Regel einen eigenen Exponenten.

Die ESL-Methode ( Equivalent Static Loads Method) von Choi und Park 2002 und
Park 2011 nutzt zur Optimierung statische Methoden wie beispielsweise die Dich-
temethode. Nach einer dynamischen Simulation werden die Knotenkréfte ermittelt,
die eine dquivalente Verschiebung bei rein elastischem Materialverhalten zur Folge
hétten. Mit diesen Ersatzlasten werden in einer linear-statischen Topologieopti-
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mierung die Dichten angepasst. Hier sind dann Ersatz-Zielfunktionen notwendig.
Durch multiple Lastfille bei der statischen Optimierung konnen verschiedene Zeit-
punkte der dynamischen Simulation in einer Optimierung beriicksichtigt werden.
Mit den analytischen Sensitivitdten kann die lineare Optimierung effizient durchge-
fithrt werden. Zyklisch folgt auf die statische Optimierung wieder eine dynamische
Simulation, bis sich die Dichten nicht mehr verdndern. Um grofie Verschiebun-
gen, beispielsweise beim Faltenbeulen, im statischen Ersatzlastfall abzubilden,
werden unrealistisch grofle Krafte auf die Struktur aufgebracht. Nichtlineares
Materialverhalten kann in der linear statischen Optimierung nicht berticksichtigt
werden. Unter anderem in den Programmkombinationen Altair Radioss® mit Altair
OptiStruct® und LS-Dyna® mit Genesis® ist die ESL-Methode implementiert.

Beim Optimierungsansatz von Soto 2004 werden die Materialparameter wie Flief3-
grenze, maximale plastische Dehnung und die Dichte heuristisch angepasst. Eine
Elementdichte von 0 ist mit extrem weichem Material assoziiert, das als Schaum
interpretiert werden kann. Eine Elementdichte von 1 hat eine sehr hohe Flief3-
grenze. Fiir ein kontrolliertes Crashverhalten werden Bereiche definiert, die eine
vorgeschriebene plastische Dehnung aufweisen sollen und Bereiche, die eine spe-
zifische Spannung aufweisen sollen. Die Anpassung der Dichte erfolgt ahnlich
des Optimalitédtskriterienverfahrens: Unterschreitet ein Element beispielsweise die
vorgeschriebene plastische Dehnung, wird die Dichte verringert, iiberschreitet es
diesen Wert, wird die Dichte erhoht. Die Anpassung erfolgt unterschiedlich stark,
abhéngig davon, wie weit das jeweilige Element vom Zielwert entfernt ist.

In der Arbeit von Forsberg und Nilsson 2007 werden die Dicken von Schalenelemen-
ten angepasst. Anpassungskriterium ist die spezifische innere Energiedichte. Wenn
die innere Energiedichte eines Elements oberhalb eines Zielwerts ist, wird die Dicke
der Schale erhoht und entsprechend verringert, wenn die innere Energiedichte den
Zielwert unterschreitet. Unterhalb einer Mindestdicke werden Elemente geloscht
und kénnen auch nicht in die Optimierungsprozedur zuriickkehren.

Bei der Hybrid Cellular Automaton Method (HCA-Methode) von Patel et al. 2009
wird ebenfalls die innere Energiedichte einer Struktur moglichst gleichméBig ver-
teilt. Der namensgebende Zellularautomat beschreibt eine Diskretisierung des
Raums mit Zellen. Der Zustand einer Zelle ist hierbei die Dichte und wird von
Iteration zu Iteration durch Ubergangs- und Nachbarschaftsregeln gesteuert. Der
Zustand der Zellen wird dann auf ein Finite-Elemente-Netz projiziert, um eine
Netzabhingigkeit der Ergebnisse zu verhindern. Die Ubergangs- und Nachbar-
schaftsregeln sind vergleichbar mit Filtertechniken der Dichtemethoden (Bruns
und Tortorelli 2001). Die Materialeigenschaften werden den einzelnen Elementen
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in Abhéngigkeit ihrer Dichte zugewiesen. Die HCA-Methode ist im kommerziel-
len Programmsystem LS-TaSC® verfiigbar. Die Optimierung beziiglich anderer
Zielfunktionen wie beispielsweise einer Reaktionskraft oder die Verarbeitung von
Verschiebungsrandbedingungen erfolgt tiber die numerische Ermittlung von Sensiti-
vitaten beziiglich des Gesamtvolumens, das fiir die Anpassung der Elementdichten
iiber das Optimalitétskriterium verwendet wird. Durch die Filterung wird ein Min-
destmaf der Strukturelemente erreicht, die im ungiinstigsten Fall nur noch durch
Volumenreduktion und damit eine geringe Elementdichte weicher werden kénnen
(vgl. Weider et al. 2017). Die Hybrid Cellular Automata for Thin Walled Structures
(HCATWS) von Hunkeler 2013 stellt eine Erweiterung der HCA-Methode fiir einen
Bauraum dar, der mit einer Gitterstruktur aus Schalenelementen gefiillt ist. Statt
der inneren Energiedichte der einzelnen Elemente, wird die innere Energie ganzer
Strukturelemente untereinander angepasst.

Bandi et al. 2013 teilen den Bauraum auf in einen nachgiebigen Teil in der Belas-
tungszone und einen stiitzenden Teil. Die Idee ist, die Umlenkung der Impaktorkraft
durch Nachgiebigkeitsmechanismen auf die Abstiitzung zu erreichen. Fiir die Opti-
mierung der Abstiitzung wird die HCA-Methode eingesetzt. Fiir die Umlenkung
wird eine linear statische Optimierung fiir Nachgiebigkeitsmechanismen verwendet,
bei der die Kraft an den Koppelstellen beider Teile maximiert wird.

Gerade die spezifische innere Energie wurde in den vorgestellten Arbeiten héau-
fig fiir die Topologieoptimierung als heuristisches Kriterium verwendet, um die
Strukturen moglichst gleichméfig auszulasten. ,,Spezifisch* bedeutet in diesem
Zusammenhang auf ein Einheitsvolumen bezogen. Dieses Kriterium ist im We-
sentlichen aus dem linearen wvoll beanspruchten Tragwerk (engl. fully stressed
design) motiviert, wo dieses Design dem gewichtsminimierten Design entspricht.
Die Idee dabei ist, dass alle Bereiche eines Bauteils gleichméaBig durch plastische
Dehnung zur Energieaufnahme beitragen. Eine Struktur mit homogener innerer
Energiedichte eignet sich allerdings nicht zur gezielten Energieaufnahme durch
Faltenbeulen. Daher sind diese Methoden vornehmlich zur Steifigkeitsoptimierung
geeignet.

Die von Olschinka und Schumacher 2008, Ortmann und Schumacher 2013 und
Ortmann 2015 entwickelte Graphen- und Heuristikbasierte Topologieoptimierung
(GHT) ist mit der Modellierung mit Schalenelementen, Berticksichtigung von
Kontakten und Beachtung von Fertigungsrestriktionen fiir Strangpressprofile nah
an der konkreten Bauteilentwicklung. Die Methode beinhaltet zwei ineinander
geschachtelte Optimierungsschleifen: FEine &uflere Optimierungsschleife zur Verén-
derung der Topologie und eine innere Optimierungsschleife zur Formfindung. Die
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innere Optimierungsschleife erfolgt mit mathematischen Optimierungsalgorithmen.
Die dulere Optimierungsschleife zur Verdnderung der Topologie erfolgt bei der
GHT mithilfe von aus Expertenwissen abgeleiteten Heuristiken. Diese Heuristiken
identifizieren beispielsweise Beulen einzelner Strukturelemente und &dndern die
Topologie in der Art, dass das Beulen frither, spater oder nicht erfolgt. Damit sind
kombinierte Topologie- und Formoptimierungen von metallischen Strukturen unter
Beriicksichtigung aller Crashanforderungen moglich. Im Vergleich zu den dichteba-
sierten Methoden benétigt die GHT verhaltnisméflig viele Crashberechnungen, hat
allerdings durch die Schalenmodellierung auch einen erheblichen Laufzeitvorteil in
den einzelnen Simulationen. Beyer et al. 2021 haben die Methode erweitert, um
mit weiteren Heuristiken dreidimensionale Rahmenstrukturen aus Einzelprofilen
zu entwickeln.

Die hier vorgestellten Topologieoptimierungsmethoden fiir crashbelastete Struk-
turen wurden mit Heuristiken und Ersatz-Sensitivitaten umgesetzt. Sie sind fir
bestimmte Optimierungsprobleme zielfithrend, kénnen aber im Allgemeinen nicht
auf beliebige Problemstellungen tibertragen werden, ohne die zugrunde liegenden
Heuristiken anzupassen. Dies stellt einen grundlegenden Unterschied zu den folgen-
den Methoden dar, in denen analytische Sensitivitdten zum Einsatz kommen.

2.2 Sensitivitatenbasierte nichtlineare
Topologieoptimierung

Viele Veroffentlichungen der sensitivitatenbasierten nichtlinearen Topologieopti-
mierung verwenden nur ausgewéhlte Aspekte der in der Einleitung beschriebenen
Nichtlinearitdten. Hier werden daher nur die wesentlichen Forschungsarbeiten
vorgestellt, bei denen die betrachteten Funktionale die Anforderungen der crash-
gerechten Karosserieentwicklung im Sinne der passiven Sicherheit aus Kapitel 1
erfiillen.

Die in Pedersen 2003 und Pedersen 2004 entwickelte Methode, sicht die Opti-
mierung einer Rahmenstruktur aus Balkenelementen vor. Der Bauraum wird mit
Balkenelementen gefiillt. Die Querschnitte der einzelnen Balken sind die Ent-
wurfsvariablen. Das Ziel ist, einen vorgegeben Beschleunigungs- beziehungsweise
Kraft-Weg-Verlauf zu erreichen. Die relative Abweichung von dieser Zielkurve wird
minimiert. Die Crashberechnung wird mit impliziter Zeitintegration ausgefiihrt.
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Die analytischen Sensitivitaten werden mit der direkten Methode berechnet. Auf-
grund der Balkenmodellierung wird der Kontakt zwischen den Elementen nicht
berechnet.

Bei allen im Folgenden dargestellten Forschungsarbeiten und auch in dieser Dis-
sertation wird die adjungierte Methode eingesetzt. Die Funktionale werden bei
dieser Methode um die (mechanischen nichtlinear transienten) Gleichgewichts-
bedingungen mit einem Lagrange-Multiplikator — der Adjungierten — erweitert.
Dieser wird so gewéhlt, dass implizite Ableitungsterme, wie beispielsweise die
Ableitung der Verschiebung nach der Entwurfsvariable, nicht mehr berechnet
werden miissen, sondern nur die expliziten Ableitungsterme, wie beispielsweise
die Ableitung des Funktionals nach der Entwurfsvariable. Unabhingig von der
Anzahl der Entwurfsvariablen ist nur eine weitere Finite-Elemente-Berechnung
notwendig, um die Sensitivitaten zu bestimmen. In der Topologieoptimierung wird
die adjungierte Methode oft verwendet, weil dort in der Regel die Anzahl der
Entwurfsvariablen grofl gegeniiber der Anzahl der Restriktionen beziehungsweise
der Anzahl der Lastfélle ist, oder die direkte Sensitivitdtenberechnung gar nicht
erst moglich ist. Eine detaillierte Beschreibung der Methode erfolgt in Kapitel 4.

Die Arbeit von Huang et al. 2007 ist eine Weiterentwicklung der sogenannten BESO
(Bi-directional Fvolutionary Structural Optimization) fiir Energie aufnehmende
Strukturen. Bei der BESO werden grundsétzlich ganze Elemente aus dem Bauraum
entfernt oder hinzugefiigt, es existiert keine Modellierung mit Zwischendichten.
Allerdings erschwert genau dies die Sensitivitdtenberechnung. Bei einer Belastung
durch eine vorgegebene Verschiebung soll die Reaktionskraft moglichst nah an die
maximal erlaubte Kraft heranreichen. Als Zielfunktion wird die innere Energie
pro Einheitsvolumen gewéhlt. Die adjungierte Methode wird verwendet, um eine
analytische Sensitivitéit fur das Entfernen eines finiten Elements zu erhalten.
Dabei wird aber nicht berticksichtigt, wie das Entfernen die Belastung innerhalb
der Struktur verdndert. Trotzdem gelingt die Anwendung fiir den ausgewéahlten
Fall, da sie prinzipiell auf die heuristischen Verfahren zum Ausgleich der inneren
Energiedichte aus dem vorangegangenen Abschnitt fiihrt.

In Michaleris et al. 1994 wurde grundlegend die allgemeine Sensitivitétenberech-
nung mit der Dichtemethode fiir nichtlinear transiente Systeme entwickelt — sowohl
mit der direkten als auch mit der adjungierten Methode. Material-Nichtlinearitaten
und grofle Verschiebungen und Verzerrungen werden beriicksichtigt, jedoch keine
Massentragheit in der transienten Berechnung. Dort wird zum ersten Mal das
Endwertproblem fir die Berechnung der Adjungierten entwickelt, auf das jede
transiente Sensitivitdtenberechnung mit der adjungierten Methode fiihrt. Durch
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die Verwendung eines elasto-plastischen Materialmodells wird hier auch erstmals
die Ableitung der inneren Kréfte nach der Verschiebung — die Tangentensteifigkeit
— bei der Losung der Adjungierten bendotigt. Diese Entwicklung ist eng verbun-
den mit nichtlinearem Materialverhalten und ist die Grundlage jeder ncueren
Forschungsarbeit im Zusammenhang mit der adungierten Methode. Auf diese Sen-
sitivitdtenberechnung aufbauend wurde von Wallin et al. 2016 mit geometrischen
Nichtlinearitéten und elasto-plastischem Materialverhalten die Maximierung der
plastischen Arbeit mit der Dichtemethode erreicht. Die Massentragheit wurde
allerdings auch dort noch nicht beriicksichtigt.

Von Wallin etal. 2018 wurden zunéchst nichtlineare Steifigkeitsoptimierungen
vorgenommen. Die Sensitivitdten wurden zwar mit der adjungierten Methode
bestimmt. Dadurch wird auch hier die Tangentensteifigkeit verwendet. Die Last-
fallberechnung erfolgte allerdings nicht mit transienten Methoden, wodurch die
Massentragheit nicht berticksichtigt werden konnte. Darauf autbauend und mit
den erwdhnten Vorarbeiten von Michaleris et al. 1994 und Wallin et al. 2016 wurde
schliellich von Ivarsson et al. 2018 ein Konzept zur Maximierung der plastischen
Arbeit mit grofien Verschiebungen und transienten Lasten unter Beriicksichtigung
der Massentréigheit entwickelt. Die Materialformulierung in Form eines viskoplas-
tischen Materialmodells fiir grofe Verschiebungen und Verzerrungen wird an die
Sensitivitdtenberechnung gekoppelt. Die Belastung eines reduzierten Vorderwagens
durch einen frontalen Pfahlaufprall musste hier zwar noch mit vorgeschriebenen
Verschiebungen abgebildet werden, da keine Kontaktformulierungen verwendet
wurden. Mit verschiedenen Eindringgeschwindigkeiten konnten trotzdem verschie-
dene Geometrien erzeugt werden.

2.3 Anforderungen an eine belastbare
Crashsimulation

Eine Besonderheit der Crashsimulation ist die Modellierung der Geometrie. Um die
komplexe Geometrie von Blechbauteilen abzubilden, werden Schalenelemente bei
der Berechnung eingesetzt. Bei einer Diskretisierung mit Volumenelementen miis-
sen die gleichen Strukturen mit mehr Elementen in der Dickenrichtung modelliert
werden, um die Darstellung von Biegung zu ermdoglichen. Die Anzahl der Frei-
heitsgrade steigt dann auf ein Vielfaches der Schalenmodellierung, entsprechend
aufwendiger wird jede Finite-Elemente-Berechnung.
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Bei den Verfahren zur Topologieoptimierung fiir crashbelastete Strukturen wird —
mit Ausnahme der Verfahren von Pedersen 2003 und Ortmann 2015 — der Bauraum
in viele kleine regelméflige Bereiche aufgeteilt und fiir jeden dieser Bereiche be-
stimmt, ob dort Material sein soll oder nicht. Meistens entsprechen diese Bereiche
den finiten Elementen des Berechnungsmodells, beziechungsweise das Berechnungs-
modell wird regelméfig mit Hexaederelementen oder Schalenelementen gleicher
Kantenldnge vernetzt. Komplexe Bauraumformen oder komplexe Geometrien, die
im Verlauf der Optimierung durch Loéschen von Elementen entstehen, haben dann
stufige Rander. Diese sind in zweierlei Hinsicht problematisch in der Simulation:

1. Durch die Spitzen werden hohe Anforderungen an die Kontaktformulierung
zwischen Bauteilen, wie in Abbildung 2.1a, gestellt. Zum einen ist die Anzahl
der freien Kanten und damit der Kontaktflichen hoch gegeniiber einer glatten
Formulierung, zum anderen ist die Kontaktsuche um eine hervorstehende
Ecke erschwert.

2. Gezackte Rdnder konnen Spannungssingularitdten verursachen, die zu vorzei-
tiger plastischer Dehnung fithren (vgl. Maute et al. 1998). In Abbildung 2.1b
sind zwei Modellierungen desselben Balkens unter gleicher Lagerung und
Belastung gezeigt. Beide Balken haben die gleiche Lange und das gleiche Vo-
lumen. Aufgrund des geringeren Nennquerschnitts ist eine hohere Spannung
bei dem Balken mit dem gezackten Rand zu erwarten.

hohe Anzahl

an Kontaktflichen von Misessche A mm

Vergleichsspannung  (0.0143 GPa 0.025 kN
in GPa ’ /
I> 0.025 |

< 0.001 }‘7 14.14 mm"{
1.98 mmi[

Suchbereich um Elastizitiatsmodul £ = 70 GPa 0.0127 GPa
hervorstehende Ecken  Querkontraktion v = 0.34

(a) Kontakt an gezackten Réandern (b) Spannung im gezackten und glatten Balken bei
gleicher Fliche (modifiziert aus Maute et al. 1998)

Abbildung 2.1: Herausforderungen bei der Crashsimulation in Optimierungsalgorithmen

Problematisch ist auch die ebenfalls hdufig eingesetzte Dichtemodellierung in der
Topologieoptimierung. Bei Verringerung der Elementdichte kann je nach Mate-
rialinterpolation der Zeitschritt fiir die Zeitintegration bei der Crashsimulation
stark abfallen. Elemente mit geringer Dichte haben auflerdem eine unrealistische
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abstiitzende Wirkung in der Struktur, obwohl es sich eigentlich um ,kein Material“
handelt. Die Entwicklung von validierten Materialmodellen ist eine sehr anspruchs-
volle Entwicklungsaufgabe. Die Verwendung kiinstlicher Materialien trigt unter
Umsténden nicht zur Akzeptanz in der industriellen Anwendung bei.

Wiinschenswert fiir die Topologieoptimierung crashbelasteter Strukturen ist eine
Modellierung und Sensitivitatenbestimmung, die ohne Zwischendichten auskommt
und gleichzeitig eine Berechnung mit einer klaren Geometrie erlaubt. Die im néchs-
ten Abschnitt erlauterte Topologische Ableitung kann hier eine Losung liefern.

2.4 Topologische Ableitung

Die Idee der Topologischen Ableitung ist es, die Sensitivitat eines Funktionals J
beziiglich eines Punktes X, im Korper {2 durch das Einbringen einer Ausspa-
rung ¢.(Xg) und damit durch direkte Anderung der Topologieklasse wie in Abbil-
dung 2.2 zu gewinnen.

R

\ CTQ(XO)
N

Abbildung 2.2: Aussparung im Korper

Definiert wird die Topologische Ableitung iiber den Differenzialquotienten. Das
Funktional wird auf dem gesamten Kérper ausgewertet (J (£2)) und vom Funk-
tional auf dem Korper mit der Aussparung J (_() \ Cr(Xo)) subtrahiert. Dividiert

wird die Differenz durch das Volumen der Aussparung CT(X())’. Der Dimensionie-
rungsparameter der Aussparung r (in diesem Fall der Radius der kreisférmigen
Aussparung) soll infinitesimal klein werden. Dabei wird vorausgesetzt, dass das
makroskopische Verhalten des Kérpers durch die Aussparung nicht verdandert wird.

Die Topologische Ableitung des Funktionals J am Punkt Xg wird durch

2\ e(X0)) - T ()
(X))

TT (Xp) := lim J <

i) (2.1)

definiert.
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Mit dem Ubergang zum Limes wird letztlich nur ein Punkt des Kérpers ausgespart.
Die Topologische Ableitung versteht sich demnach als eine Sensitivitéit fiir die
Entwurfsvariable ,,Punkt Xg nicht da® Ist die Sensitivitit kleiner null (77 (Xo) <
0), so bewirkt die Aussparung eine Verringerung des Funktionals. Ist die Sensitivitét
grofer null (77(Xp) > 0), so bewirkt die Aussparung eine VergroSerung des
Funktionals.

Eine Auswertung dieser Sensitivitat fiir alle Punkte des Bauraums liefert Infor-
mationen dariiber, an welchen Orten die Einbringung einer Aussparung fiir ein
Optimierungsproblem zielfithrend ist. Unter der Voraussetzung, dass ein linear-
elastischer Spannungszustand vorliegt, wird mithilfe der adjungierten Methode
und der Formableitung ein direkter Zusammenhang zwischen Zielfunktional und
mechanischem Problem hergestellt. In Kombination mit der Spannungsverteilung
in einer unendlich ausgedehnten Scheibe mit Loch unter einachsiger Zugbelastung
kann die Topologische Ableitung in einer geschlossenen Form dargestellt werden.
Diese ist im Allgemeinen von den mechanischen Gleichgewichtsbedingungen, der
Adjungierten und der Form des Ausschnitts abhéngig.

2.4.1 Zielfunktionale und Anwendungsgebiete

Die Entwicklung der Topologischen Ableitung geht auf die Bubble-Methode von
Eschenauer etal. 1994 zuriick und wird dort als Positionierungskriterium be-
zeichnet. Die Bezeichnung , Topologische Ableitung® stammt von Sokotowski
und Zochowski 1999. Zunichst wurde auch bei der Topologischen Ableitung
klassischerweise die Nachgiebigkeit betrachtet. In Schumacher 1995 wird ein Ver-
sagensfunktional basierend auf der von Misesschen Vergleichsspannung entwickelt,
dieses wird in Amstutz und Novotny 2010 in einer allgemeineren Form noch-
mals aufgegriffen. Eine globales Verschiebungsfunktional ist in Sokotowski und
Zochowski 1999 zu finden. Die Topologische Ableitung fiir Nachgiebigkeits- und
Greifmechanismen ist in Amstutz und Andra 2006 und Lopes und Novotny 2016 zu
finden. Auch Kontakt zwischen Bauteilen und dessen Einfluss auf die Topologische
Ableitung beziehungsweise auf Sensitivitdten im Allgemeinen wurde durch Giusti
etal. 2015 und Lopes etal. 2017 fiir lineare und in Lawry und Maute 2018 und
Fernandez et al. 2020 fiir nichtlineare Elastizitit bereits untersucht. In Fernandez
et al. 2020 werden sogar Sensitivitaten fiir die Kontaktkraft hergeleitet.

Die mathematisch theoretischen Grundlagen der Topologischen Ableitung sind in
Novotny und Sokotowski 2013 detailliert dargestellt. Eine Zusammenstellung von
Anwendungsgebieten findet sich im Buch Applications of the Topological Derivative
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Method von Novotny et al. 2019d und den entsprechenden Artikeln Novotny et al.
2019a, Novotny etal. 2019b und Novotny etal. 2019c. Nur beispielhaft seien
hier Anwendungsgebiete wie die Elektromechanik (Gangl etal. 2015) und die
Stromungsmechanik genannt (Duan und Li 2015).

Das prinzipielle Vorgehen der adjungierten Methode héngt nicht von den Ent-
wurfsvariablen des Optimierungsproblems ab. Sowohl fiir die Dichtemethode als
auch fiir die Topologische Ableitung ist die Adjungierte nur abhéngig vom Funk-
tional. Erst die explizite Sensitivitdtenberechnung stellt den Zusammenhang zu
den Entwurfsvariablen dar. Die Berechnung der Topologischen Ableitung ist daher
fiir alle Anwendungsgebiete denkbar, in denen bisher andere Methoden wie die
Formoptimierung oder die Dichtemethode verwendet werden.

2.4.2 Optimierungsverfahren unter Verwendung der
Topologischen Ableitung

In der Bubble-Methode (Eschenauer et al. 1994, Schumacher 1995) wird die Topolo-
gische Ableitung genutzt, um eine Aussparung am sensitivsten Punkt der Struktur
einzubringen. Die parametrisierte Form des Ausschnitts wird formoptimiert. Itera-
tiv wird dann wieder eine Aussparung eingebracht und wieder formoptimiert. Der
Ablauf ist beispielhaft in Abbildung 2.3 dargestellt. Das Verfahren ist gekoppelt an
Computer Aided Design (CAD). Es ist eine gute Parametrisierung der Aussparung
notwendig (z. B. mit Splines), was beispielsweise bei einer nicht mehr nur ebenen
Bauteilauslegung sehr schnell sehr komplex wird. Durch die Beschreibung mit
CAD ist die Methode aber immer nah am realistischen Bauteil.

Die Lochpositionierung wurde in Schumacher 2005 erstmals auf crashbelastete
Strukturen angewendet. Die Minimierung der Beschleunigung eines Impaktors wur-
de mit dem Positionierungskriterium untersucht. Der Kérper wurde mit dem Ein-
bringen eines physikalischen Lochs abgetastet, der Differenzenquotient nach (2.1)
fiir einen festen Radius ermittelt und eine Approximation der Topologischen
Ableitung erstellt, um die optimale Lochposition zu finden.

Lochpositionierung Lochpositionierung
+ +
Formoptimierung Formoptimierung
/\ /\

Abbildung 2.3: Optimierung mit der Bubble-Methode
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Die Level-Set-Methode von Osher und Sethian 1988 stellt gewissermaflen eine
Weiterentwicklung der Formoptimierung bei der Bubble-Methode dar. Die Geome-
triebeschreibung erfolgt implizit als obere Niveaumenge der sogenannten Level-
Set-Funktion. In Abbildung 2.4 links ist der Graph der Level-Set-Funktion fir
einen rechteckigen Tréger als Fléche im dreidimensionalen Raum tiber dem Tréger
dargestellt. Rot eingeférbt ist dabei der Bereich oberhalb von null. Die obere Niveau-
menge zum Wert null sind alle Punkte des Trégers, deren Level-Set-Funktionswert
groBer gleich null ist. Die mit dieser Level-Set-Funktion beschriebene Geometrie
ist in der Abbildung 2.4 auf der rechten Seite zu sehen.

Die Formoptimierung erfolgt dann mit Hilfe der Verdnderung der Level-Set-
Funktion. Durch die Formanderung kénnen im Zweidimensionalen Locher nur
miteinander verschmelzen, nicht aber neue entstehen. Das Einbringen neuer Lo-
cher wird bei Burger et al. 2004 iiber die Topologische Ableitung gesteuert. Die
Verschmelzung von Level-Set-Funktion und Topologischer Ableitung wird bei
der Methode von Amstutz und Andra 2006 erreicht. Die Level-Set-Funktion
wird basierend auf den Optimalitatskriterien direkt mit der Topologischen Ablei-
tung verdndert, ohne weitere Formoptimierung. Eine Ubersicht iiber die linearen
Level-Set-Methoden und die Formoptimierung mit der Level-Set-Funktion ist von
van Dijk et al. 2013 zusammengestellt worden.

Anmerkung 2.4.1 (Vorzeichen der Level-Set-Funktion). Einige Verdffentlichungen
definieren die Level-Set-Funktion so, dass die untere Niveaumenge die Geometrie
beschreibt. Der Charakter der impliziten Beschreibung des Randes bleibt aber in
jedem Fall der gleiche.

Level-Set-Funktion Niveaumenge
\\\\\ -
Yﬁ\\\ ) \
o ¥ )~ \\
—* p 4D A
e BB S /\,////:,,,,—\ X
=

Abbildung 2.4: Level-Set-Funktion mit impliziter Geometriebeschreibung

Der Vorteil der impliziten Randbeschreibung mit der Level-Set-Funktion ist
ebenfalls die scharfe Randbeschreibung ohne Zwischendichten und ohne CAD-
Beschreibung — theoretisch jedenfalls, denn auch die Level-Set-Funktion benotigt
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eine Parametrisierung mit der die Formoptimierung durchgefiihrt werden kann.
Und aus der Randbeschreibung muss ein mechanisches Simulationsmodell entwi-
ckelt werden. Bisher sind dazu die folgenden Modellierungen in Verwendung:

1. Nur die Niveaumenge der Level-Set-Funktion zum Niveau null wird berech-
net. Im Allgemeinen ist dafiir eine Neuvernetzung (vgl. Abbildung 2.5a)
wie beispielsweise in Allaire etal. 2011 notwendig, um Kantenldngen zu
vereinheitlichen.

2. Bei den immersed boundary techniques wird nur die Elementformulierung am
Rand der Geometrie angepasst. In Abbildung 2.5b sind das die Elemente, die
von der roten Isolinie zum Wert null geschnittenen Elemente. Das Rechennetz
an sich bleibt unverandert. Fries und Belytschko 2010 geben einen Uberblick
iiber die auch als X-FEM-Formulierung (von engl. eXtended Finite Element
Method) bekannte Methode.

3. Wie bei der Dichtemethode werden im Randbereich die Materialparame-
ter zwischen Minimal- und Maximaldichte variiert (Allaire etal. 2004), je
nachdem wie viel Volumen vom finiten Element innerhalb und auflerhalb
der Level-Set-Kontur liegt (vgl. Abbildung 2.5¢). Hierunter fallt auch die
Topologieoptimierung mit dem Algorithmus von Amstutz und Andra 2006.

i

(a) Nur die Niveaumenge (b) Integrierte Berechnung (c) Dichtevariation im
wird neu vernetzt und mit angepasster Randbereich
berechnet Elementformulierung

Abbildung 2.5: Mechanische Berechnungsmodelle bei der Topologicoptimierung mit der
Level-Set-Methode

Methoden, bei denen die Topologische Ableitung anstelle der Level-Set-Funktion
zur Konturbeschreibung genutzt wird, wie beispielsweise das Vorgehen von Norato
etal. 2007, werden in Novotny et al. 2019d als ,experimentelle Mathematik“ be-
zeichnet. In diese Kategorie fallt auch das Crash-Optimierungsschema von Weider
und Schumacher 2018. Der Ablauf ist in Abbildung 2.6 schematisch dargestellt.
Nur die Niveaumenge der Topologischen Ableitung wird neu vernetzt und zur
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Lastfallberechnung verwendet. Die aus der Simulation gewonnenen Sensitivitdten
werden anschliefend auf den gesamten Bauraum projiziert. Mit einer Filterung
wird eine Riickkehr bereits abgeschnittener Bereiche ermoglicht. Gleichzeitig wird
die Randkontur geglédttet. Dann wird wieder die Niveaumenge bestimmt und neu

vernetzt.

\

0 =/

Berechnung — — Projektion — Filtern —  Niveaumengen-
bestimmung

T Neuvernetzung |

Abbildung 2.6: Optimierungsschema zur Optimierung crashbelasteter Strukturen
(modifiziert aus Weider und Schumacher 2018)

2.4.3 Anwendungspotenzial der Topologischen Ableitung bei
der Crash-Optimierung

In Verbindung mit dem Level-Set-Algorithmus von Amstutz und André 2006
und dem Optimierungsschema von Weider und Schumacher 2018 ist die Topologi-
sche Ableitung Erfolg versprechend fir die Topologieoptimierung crashbelasteter
Strukturen. Im genannten Level-Set-Algorithmus kann direkt die Topologische
Ableitung fir die Anpassung der Level-Set-Funktion verwendet werden und bei der
Crashsimulation wird nur die obere Niveaumenge gerechnet. Die Berticksichtigung
von crashgerechten Zielfunktionalen bei der Topologischen Ableitung kann hier in
wesentlichen Punkten zu einer Weiterentwicklung beitragen. In dieser Dissertation
wird daher die Topologische Ableitung unter Material-Nichtlinearitat und groler
Verformung und Zeitabhéangigkeit entwickelt.

Fir statische Elastizitatsprobleme ist die Topologische Ableitung in einigen Be-
reichen bereits analytisch erweitert worden. Dazu zéhlt die Beriicksichtigung
von groflen Verschiebungen durch Pereira und Bittencourt 2008. Zeitabhangi-
ge Modellierung wird in Amstutz et al. 2008 betrachtet. Fiir den Umgang mit
Material-Nichtlinearitdten wurden erste Prinzipuntersuchungen in Weider und
Schumacher 2016 gezeigt. Die Spannungsverteilung am Aussparungsrand wurde
dort durch eine Approximation angenéhert. Die in Weider und Schumacher 2019
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hergeleitete Berechnung der Adjungierten fiir die innere Energie und ein Verschie-
bungsfunktional wird in dieser Dissertation in Kapitel 4 wieder aufgegriffen und
mit einer Materialinterpolation in Kapitel 5 aufgelost.






3 Grundlagen der nichtlinearen
Struktursimulation

Im Hinblick auf die Entwicklung der Topologischen Ableitung werden in diesem
Kapitel die wichtigsten Grundlagen und Grundbegriffe der Kontinuumsmechanik
eingefiihrt. Zunédchst werden die kontinuumsmechanischen Bezeichnungen und Be-
ziehungen erlautert, mit denen das mathematische Anfangsrandwertproblem, das
einen Crash beschreibt, formuliert wird. Insbesondere werden schalenkinematische
Grundlagen gelegt. Die Diskretisierung und Losung des Anfangsrandwertpro-
blems mit der Methode der finiten Elemente unter Zuhilfenahme der impliziten
Zeitintegration schlie3t dieses Kapitel ab.

3.1 Kontinuumsmechanische Grundbegriffe

Zur Beschreibung der Deformation und Bewegung eines Koérpers werden Verzer-
rungsmafle und kinematische Grofien bendtigt. Diese Mafle miissen die Moglichkeit
mit einbeziehen kénnen, dass der betrachtete Kérper grofie Verschiebungen und
Drehungen sowie grofie Verzerrungen erfdhrt und dass die Spannungs-Verzerrungs-
Beziehung nichtlinear ist.

Im Folgenden wird zuerst die Bewegung eines beliebigen Korpers beschrieben. Fiir
diese Bewegung werden kinematische Mafle definiert. Danach werden geeignete
Verzerrungs- und die zugehorigen Spannungstensoren eingefiihrt.

3.1.1 Bewegung und Deformation eines Korpers im Raum

Wir betrachten einen Kérper £2 ¢ R? als eine Menge von Punkten, die eine Region
des euklidischen Vektorraums einnehmen. Der Rand I = 92 dieser Menge reprasen-
tiert die Korperoberfliche. Die Dimension des euklidischen Vektorraums d € {2, 3}
steht mit d = 2 fiir ebene mechanische Problemstellungen, d = 3 fiir rdumliche.
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Schreibweise (Vektorraumbasis). Die Basis des euklidischen Vektorraums, die die
Menge der Basisvektoren beschreibt, wird mit einem kalligrafischen Buchstaben
bezeichnet. Die Standardbasis £8P = {e1,e2,e3} des euklidischen Vektorraums
wird durch die Einheitsvektoren

1

o

0 0
e = e =11 und e3 =10
0 1

0

gebildet. Fiir ebene Darstellungen ist die Standardbasis £8°° = {e;, ey} entspre-

1 0
ey = und ep =

Eine Konfiguration des Korpers ist eine Abbildung ¢ : 2 x Rt — R%, die die
Punkte von {2 zur Zeit t im Raum platziert. Eine Deformation und Bewegung

chend mit den Vektoren

definiert.

des Koérpers kann durch die Verschiebung jedes materiellen Punktes dargestellt
werden. Jeder beliebige materielle Punkt des Korpers in der Bezugskonfiguration
kann durch einen Ortsvektor X als eine Linearkombination der Basisvektoren mit
den Komponenten X; dargestellt werden:

d

i=1
Man bezeichnet die Groflen X; als materielle Koordinaten oder als Lagrangesche
Koordinaten.

Bei der Deformation des Korpers erfahrt im Allgemeinen jeder materielle Punkt
eine Verschiebung u und befindet sich dann im deformierten Zustand an einem
Punkt mit dem Ortsvektor x und den rdaumlichen Koordinaten ;. Fir den Ort
des Punktes X zur Zeit ¢ gilt:

x=¢(X,1).

Auf der linken Seite in Abbildung 3.1 ist ein Korper in der Bezugskonfigurati-
on skizziert. Der nach erfolgter Deformation vorliegende aktuelle Zustand, die
sogenannte Momentankonfiguration in Abbildung 3.1 rechts, wird mit ¢({2,t)
bezeichnet. Der Rand dieser Menge ist die verformte Kérperoberflache dp(£2,t).
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Die Verschiebung des Punktes ist die Differenz zwischen der Bezugskonfiguration
und der Momentankonfiguration:

u(X,t) = (X, t) - X. (3.1)

Schreibweise (Korper in der Momentankonfiguration). Fir eine kompakte Schreib-
weise wird fiir den Kérper in der Momentankonfiguration verkiirzend (2, = ¢ (£2,t)
geschrieben. Der Rand des verformten Korpers wird mit It = 96 = dp(£2,t)
abgekiirzt.

Die Bezugskonfiguration muss zu keinem Zeitpunkt vom Koérper angenommen
werden. Fiir viele praktische Belange wird sie gleich der Konfiguration gesetzt,
die der Korper zu Beginn der Deformation annimmt. Bei der Methode der fini-
ten Elemente wird beispielsweise eine rein fiktive Bezugskonfiguration fiir das
Referenzelement verwendet.

. €2 ) .
Bezugskonfiguration e Momentankonfiguration

Abbildung 3.1: Bewegung und Transformation differentieller Groé8en von der Bezugs- in
die Momentankonfiguration

3.1.2 Symbolische Schreibweisen der Differentialoperatoren

Zur Vereinfachung der Notation werden an dieser Stelle noch einige symbolische
Schreibweisen und Eigenschaften von Operatoren gesammelt. Die Differentialope-
ratoren Gradient und Divergenz miissen beziiglich der Konfiguration unterschieden
werden. Wir definieren dazu einige Schreibweisen flir Skalare, Vektoren, Matrizen
und Tensoren und geben dann die symbolischen Schreibweisen des Gradienten
und der Divergenz an.
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Schreibweise (Vektoren in der Bezugs- und der Momentankonfiguration). Grofle
Buchstaben X stehen fiir Vektoren und deren Komponenten X; in der Bezugskon-
figuration, kleine Buchstaben x fiir die Vektoren in der Momentankonfiguration.

Schreibweise (Tensoren). Fette griechische und lateinische Buchstaben bezeichnen
Tensoren, Matrizen und Vektoren, wihrend Skalare in normaler Schrift gedruckt
sind.

Zur besseren Unterscheidbarkeit von Vektoren werden Tensoren zweiter Stufe T°
kursiv dargestellt, Tensoren vierter Stufe werden mit Doppelstrich T geschrieben.

Der Einheitstensor zweiter Stufe sowie die Einheitsmatrix, deren Diagonalelemente
alle identisch 1 sind und ansonsten 0, werden mit 1 bezeichnet:

Schreibweise (Spuroperator). Der Spuroperator tr angewendet auf einen Ten-
sor T' € R™" ist definiert iiber die Summe der Hauptdiagonalelemente

tr (T) := > Tj;.
j=1

Einige wichtige Eigenschaften des Spuroperators sind:
o Linearitat tr (aT + bS) = atr (T') + btr (S),
o Invarianz unter Transposition tr (T") = tr (TT>7
 Vertauschbarkeit tr (ST) = tr (T'S) und

o zyklische Vertauschbarkeit tr (STU) = tr (UST) = tr (TUS).

Schreibweise (Skalarprodukt). Das Skalarprodukt zweier Vektoren v € R™" und w €
R" wird mit dem Punkt - geschrieben und ist definiert als

n

vowi=viw =Y vuw.

i=1
Das Skalarprodukt fiir Tensoren S € R™*" und T' € R™*" wird mit dem Spur-
operator tr definiert

S-T:=tr(S'T).
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Das Skalarprodukt eines symmetrischen Tensors (S = S7) mit einem schiefsym-
metrischen (oder auch antimetrisch genannten) Tensor T' = —T'7 ist gleich null,
da nur dann die folgende Gleichung erfiillt ist:

S T=tr(8"T) =tr (-8"T") = —tx (TS)") = —tr (ST) =—S - T. (3.2)

Schreibweise (Dyadisches Produkt). Das dyadische Produkt zweier Vektoren v €
R™ und w € R" ist ein Tensor zweiter Stufe

vev:i=vwl € R™™",

Schreibweise (Partielle Ableitung). Die partielle Ableitung eines Skalars « (x) oder
eines Vektorfeldes z (x) nach einer indizierten Variable z; bezichungsweise nach
der i-ten Komponente wird mit dem Index nach dem Komma ; gekennzeichnet

Jda(x) dz(x)
o, a; und o Z;.

Analog zu den Konventionen der Grofi- und Kleinschreibung fiir Vektoren in
der Bezugs- und Momentankonfiguration werden auch die Operatorsymbole des
Gradienten und der Divergenz unterschieden.

Schreibweise (Gradient). In der Bezugskonfiguration wird der Gradient mit Grad
bezeichnet. Der Gradient in der Momentankonfiguration wird mit grad bezeichnet.
Der Gradient eines Vektorfelds liefert immer ein um 1 hoherstufiges Tensorfeld
als das Vektorfeld selbst, also ein Tensorfeld zweiter Stufe. Dies wird auch als
Jacobi-Matriz oder Differential bezeichnet:

Gradazg—;, Gradv:g—;;7
O ov
gradoz—a—x7 gradv—a—x.

Unabhéngig von der Konfiguration trégt die symbolische Schreibweise des Gradi-
enten zur Ubersichtlichkeit bei. Hier ist der Vollstindigkeit halber die Symbolik
ausgeschrieben:

Jda Jda  Ja Oa
Grada=—==|=——F,7=—,- -, =— | ,
0X 09X, 00X, 0Xy
Oduv Ovg vy
0X1 0Xo 7 0Xg
Ovy Ovs Qg
Gradv — ov _|oxi X, 9Xa
X P
Qm Qum Ovm
0X1 90X, 1 00Xy

Fiir die rdumliche Gradientenbildung gilt dies entsprechend.



26 Grundlagen der nichtlinearen Struktursimulation

Schreibweise (Divergenz). Die Divergenz in der Bezugskonfiguration wird mit Div
geschrieben und mit div in der Momentankonfiguration. Die Definitionen der
Divergenz eines Vektorfeldes v € R? und eines Tensorfeldes T' € R**? sind

Divv = Gradv - 1 iavi Di
1v = rac . = v
i:laXi7 i,j= 18X
d . d T
divv:gradv‘lzzaw 0

= Oz; (‘%J

1]1

Die Divergenz eines Tensorfeldes ist ein Feld eine Stufe niedriger als das Tensorfeld
selbst. Es gilt die ,,Produktregel”

div (TV) =T7 . grad v + div (TT) Y
und speziell fiir einen symmetrischen Tensor T' = T

div (TV) =T gradv+divT -v. (3.3)

3.1.3 Definition der ko- und kontravarianten Basisvektoren

Die Darstellung der Verzerrungsgrofien erfolgt im Allgemeinen beziiglich einer
orthogonalen kartesischen Basis. Jedoch sind fiir einige Anwendungen die Darstel-
lung beziiglich der ko- oder kontravariaten Basis sinnvoll. Insbesondere wird die
Definition fiir die spatere Berechnung des Deformationsgradienten benétigt. Die
sogenannten konvektiven Koordinaten kann man sich wie in Abbildung 3.2 als auf
dem Korper ,eingeritzt* vorstellen. Diese krummlinigen Koordinaten werden daher
mitdeformiert. Die kovarianten Basisvektoren sind Tangenten an die konvektiven
Koordinatenlinien.

Werden die kartesischen Koordinaten der Bezugs- und Momentankonfiguration
als Funktionen der konvektiven Koordinaten ©; geschrieben

X:X(@heg,@g) und x:x(@l,G)Q,@g) s

dann sind die kovarianten Basisvektoren in der Bezugs- und Momentankonfigura-

tion mit 9% Bep (X. 1)
' I S L7
G; = 70, X, und g;: 90, ¥ (3.4)

definiert.
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Bezugskonfiguration Momentankonfiguration

Abbildung 3.2: Ko- und kontravariante Basis in Bezugs- und Momentankonfiguration®

Die dazu passenden kontravarianten Basisvektoren werden durch
G, GF=0f und g;-gf=0F (3.5)
mit dem Kronecker-Delta
i 1, wenni =k,
0; =
0, sonst

definiert. Sind die Basisvektoren paarweise orthogonal und jeweils auf Lange 1
normiert, so nennt man eine Basis Orthonormalsystem. Dann fallen ko- und kon-
travariante Basis zusammen. Insbesondere im Falle der kartesischen Standardbasis
fallen ko- und kontravariante Basisvektoren zusammen.

Die Orthogonalitdtsbeziehungen (3.5) erlauben eine einfache Berechnung der
kontravarianten Basis aus der kovarianten Basis mit

G’
T T
G2 — (Gl G2 G3>
leid
—1
- (G G )
1 (GQ X Gg)T
T .
G, Gy x Gy (G3 x Gl)T . (3.6)
(G1 X GQ)

L Abbildung modifiziert aus https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Tangraum2.png, Aufruf
am 23.03.2021, 15:53 Uhr UTC
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Analog dazu kénnen die kontravarianten Basisvektoren in der Momentankonfigura-
tion aus den kovarianten Basisvektoren in der Momentankonfiguration berechnet
werden.

Beispiel 3.1.1 (Ko- und kontravariante Basis).
Fiir das ebene Einheitsquadrat in Abbildung 3.3a wird die Konfiguration des Elements
in Abbildung 3.3b durch die Abbildung

1 05 = X;+05X
x=¢p(X)= X bzw. o vt :
0 1 T3 = Xo

beschrieben. Da hier nur ein deformierter Zustand betrachtet wird, kann die zeitliche
Abhéangigkeit der Konfiguration ¢ weggelassen werden.

Die konvektiven Koordinaten fallen hier mit den kartesischen Koordinaten zusammen.
In der Bezugskonfiguration sind die kovarianten Basisvektoren durch

() v

gegeben. Sie bilden ein Orthonormalsystem. Daher ist die kontravariante gleich der
kovarianten Basis:
G1 =G1 und G2=G2.

ey = Gy =G?

e =G =G!

(a) Bezugskonfiguration (b) Momentankonfiguration

Abbildung 3.3: Basisvektoren eines ebenen Einheitsquadrats

Das verzerrte Element in der Momentankonfiguration hat die kovarianten Basen

1 d 0.5
g1 = un gy = .
o >\
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Nach (3.6) kénnen die kovarianten Basisvektoren der Momentankonfiguration be-

£-636 )

rechnet werden

Daraus folgt

3.1.4 Deformationsgradient und Verzerrungsmale

Ein grundlegendes Maf fiir die Verformung des Korpers ist durch den Deformati-
onsgradienten F' gegeben. Der Deformationsgradient beschreibt die Dehnungen
und Drehungen, die die materiellen Linienelemente des Materials von der Bezugs-
konfiguration bis zur Momentankonfiguration erfahren: Der Deformationsgradient
bildet die Tangentenvektoren der Bezugs- auf die der Momentankonfiguration
ab und kann daher durch die ko- und kontravarianten Basisvektoren berechnet

werden: ]
dp(X,t) 0x i
F:=CGradp(X,t) = ———"—~=—— = R G 3.7
rad p(X, ) X X ;g@ (3.7)
Mit der Definition des Verschiebungsvektors u (X, ¢) in (3.1) als Differenz der
Ortsvektoren der Momentan- und der Bezugskonfiguration wird der Verschie-

bungsgradient H definiert:
H:=Gradu=F —1. (3.8)

An dieser Stelle wird nun noch der Green-Lagrangesche Verzerrungstensor E
definiert:

E:=_(F'F-1) (3.9)

(H+1)" (H+1)-1)

M| =N =] =

(H+HT+ HTH) )

Dieser Verzerrrungstensor ist auf die Bezugskonfiguration bezogen und wird in
nichtlinearen Beschreibungen verwendet, da er invariant gegeniiber beliebigen
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Starrkérper-Rotationen ist. Das quadratische Glied HT H zeigt den nichtlinearen
Charakter. Die einzelnen Komponenten werden mit
1 (Ou;  OQuy  Ouy Ouy
A (axj 0X; aXiaT(j)

(3.10)

berechnet.

Unter der Annahme kleiner Verschiebungen unterscheiden sich Bezugs- und Mo-
mentankonfiguration kaum. Dann wird das quadratische Glied vernachléssigt, so
dass der linearisierte oder infinitesimale Verzerrungstensor definiert ist als

= % (H+H"). (3.11)

Beispiel 3.1.2 (Interpretation des Green-Lagrangeschen Verzerrungstensors).

Wir betrachten nochmals die Deformation aus Beispiel 3.1.1. Der Deformations-
gradient F kann nach seiner Definition (3.7) mit dem dyadischen Produkt der
kontravarianten Basisvektoren der Momentankonfiguration g; und der kovarianten
Basisvektoren der Bezugskonfiguration G’ berechnet werden:

10 005 105
F= + = .
00 0 1 0 1

Der Green-Lagrangesche Verzerrungstensor E kann daraus mit der Definition (3.9)
berechnet werden:

1 0\ (1 05 10 0 025
E:E(FTFfl):l - = .
2 2\\os 1/ \0 1 01 0.25 0.125

Die Herleitung des Green-Lagrangeschen Verzerrungstensors E kann auch iiber die
Konfiguration ¢ erfolgen. Die Verschiebung ist nach (3.1) definiert durch

o= (000 )

H=Gradu

Damit kann E direkt aus dem Verschiebungsgradienten H mit

E:E(H+HT+HTH)

S0 6
o )
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berechnet werden. Dadurch kann auch nachvollzogen werden, dass die Dehnung Eso
nur durch den quadratischen Anteil H” H zustande kommt.

Um die einzelnen Komponenten des Verzerrungstensors zu interpretieren, betrachten
wir die Komponentendefinition (3.10). Die Schubkomponenten setzen sich aus
Ero = Foy — 1 811,1 8’Uq 8u1 (911,1 8u2 8u2 o 1 8u1
BT T o\ 0X, T OX, | 0X, 0X, | 0X, 09Xy ) 20X,
=0.5 =0 =0 =05 =0 =0

zusammen. Geometrisch-anschaulich ist E19 in Abbildung 3.4 dargestellt.

e el

(a) Prinzipielle geometrische Deutung (b) Zahlenbeispiel

Abbildung 3.4: Anschauliche Bedeutung der Verzerrungskomponenten am ebenen

FEinheitsquadrat
i 3 ; ou g% dXz | R R
Die partielle Ableitung 5x- = ““3— ist gerade das Verhdltnis der Schubdeformation

in e;-Richtung zur Grofe des Quadrats in es-Richtung. Fiir kleine Verzerrungen
entspricht dies der Winkelédnderung 4.

Es mag zunéchst iiberraschen, dass die Dehnungskomponente Fsy nicht null ist.
Detailliert setzt sich die Komponente aus

E22

1 < 61,&2 8’&2 6u1 Bul (9UQ 6u2 ) 1 <6u1 )2

T2\ 00X, T 09Xy | 0Xy 0Xy | 0X2 0Xy ) 2\ 09X,
—— =

=0 =0 =0.5 =0.5 =0 =0

zusammen. Wir betrachten zunéchst die relative Langenédnderung der Kante d.X,
mit der Langendifferenz § X» wie in Abbildung 3.4a. Mit der Langenberechnung nach
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dem Satz des Pythagoras, einer Potenzreihenentwicklung des Wurzelausdrucks und
Vernachlassigung der hoheren Potenzen erhélt man schliellich

, 2
5, dX3 + (g dX,) - dXo

(1X2 B dXQ

P 2
=\ (3) -1
1 aul 2 1 8u1 4
— 4o (&) o (& 1
+2(@))@) s(ax) +

Nz(%)z
T 2\0X,

= FE».

3.1.5 Transformation zwischen Bezugs- und
Momentankonfiguration

Fir die Transformation der differentiellen Gréflen zwischen der Bezugs- und der
Momentankonfiguration wird im Speziellen die Transformation des Gradienten
eines Vektorfeldes benétigt. Durch Anwendung der Kettenregel und der Definition
des Deformationsgradienten kann die Transformation mit

Gradv = gradvF und gradv = GradvF ™! (3.12)

angegeben werden. Diese und weitere Transformationsbeziehungen werden aus-
fithrlich in de Boer 1982 gezeigt.

Auch bei der Integration von Funktionen wird zwischen der Integration auf der
Bezugs- und der Integration auf der Momentankonfiguration unterschieden.

Schreibweise (Integrationsmafe). Wir bezeichnen die Integration einer Funkti-
on z : {2 — R beziiglich des Volumens des Korpers §2 in der Bezugs- und in der
Momentankonfiguration mit

/ zdf? und / zdf.
2 2
Die Integration beziiglich der Oberfliche in der Bezugs- und Momentankonfigura-

tion wird mit

/ adr und / adr
r I
geschrieben.
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Schreibweise (Volumen). Das Volumen eines Kérpers 2 C R? wird mit || =
J1dS2 gekennzeichnet.
2

Die Kenntnis des Deformationsgradienten F' erméglicht die Transformationen
weiterer differentieller Grofien zwischen (2 und (£2,t). Da der Deformations-
gradient die Dehnung und Drehung von Linienelementen zwischen der Bezugs-
und Momentankonfiguration beschreibt, kann die Determinante det (F') als Spat-
produkt der Transformation der Linienelemente interpretiert werden und damit
als das Volumenverhéltnis der Momentan- und der Bezugskonfiguration. Fiir die
Transformation von Volumenelementen gilt

A2, = det (F) d©2. (3.13)

Mit den Flachennormalenvektoren N und n (¢) in der Bezugs- und Momentankon-
figuration kann die Transformation von Fldchenelementen durch den Deformati-
onsgradienten mit der Nansonschen Formel

n (t) dI; = det (F) F~'NdIl’ (3.14)

ausgedriickt werden. Die Herleitung der Transformation von Flichenelementen
kann Wagner 2017 entnommen werden.

3.1.6 Zeitableitungen der Verzerrungstensoren

Wir betrachten zunéchst die Ableitung des Deformationsgradienten. Zunéchst wird
die Definition (3.7) differenziert und dann die Transformation (3.12) angewendet

OF (X,t) d
by =Py g e
i=1
0 0x 0 0x . .
=5oX ~ AX Ot Gradu = gradu F'. (3.15)

l

Der hier auftretende rdumliche Geschwindigkeitsgradient grad it wird mit dem
Buchstaben [ bezeichnet. Er wird additiv in den symmetrischen Verzerrungs-
geschwindigkeitstensor d, der auch Deformationsrate genannt wird, und den
schiefsymmetrischen Spintensor w aufgeteilt:

l:=gradu=FF'=d+w (3.16)

mit

1 " 1 .
d;=5(1+l’) und w::i(lfl’). (3.17)
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Die Zeitableitung des Green-Lagrangeschen Verzerrungstensors wird aus seiner
Definition (3.9) mit der Produktregel und der Deformationsrate (3.17) ermittelt:

E= % (%(FTF — 1)) = %(FTF + FTF) = FTdF. (3.18)

3.1.7 Spannungsmale

Die Momentankonfiguration dndert sich in Berechnungen mit grofien Deformatio-
nen laufend. Der Zusammenhang zwischen Bezugs- und Momentankonfiguration
kann durch die Verwendung passender Spannungsmafle elegant behandelt wer-
den.

Wir betrachten zunéchst die Momentankonfiguration. Wirken auf einen Korper
auflere Kréfte wie Volumenkréfte f und Oberflachenkréfte 7 wie in Abbildung 3.5b,
werden dadurch verteilte innere Spannungen hervorgerufen. Mit dem Cauchyschen
Theorem ist der Spannungsvektor 7 dem Cauchyschen Spannungstensor o mit
dem Oberflachennormalenvektor n iiber die Beziehung

T=o0n (3.19)

zugeordnet. Durch den Spannungstensor ist der Spannungszustand in einem
Punkt eindeutig bestimmt. Der Cauchysche Spannungstensor ist symmetrisch o =
o7 und beschreibt die wahren Spannungen, also die Kraft pro Fliche in der
Momentankonfiguration.

Schreibweise (Komponenten des Cauchyschen Spannungstensors). Die einzelnen
Komponenten des Cauchyschen Spannungstensors werden abweichend von der
Standard-Tensornotation mit

Oxx Ozy Oxz
T = |0uy Oyy Oyz

UII? z gyz UZ z

bezeichnet.

Fiir die spatere analytische Herleitung der Topologischen Ableitung wird ein Span-
nungsmaf} benotigt, das auf die Bezugskonfiguration bezogen ist. Es ist sinnvoll
den 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor S zu verwenden, der durch Riick-
transformation des Cauchyschen Spannungstensors auf die Bezugskonfiguration
entsteht:

S :=det(F)F'oFT. (3.20)
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I'p

Bereich der vorgegebenen
Anfangsgeschwindigkeit 0

(a) Mechanisches Problem in der (b) Mechanisches Problem in der
Bezugskonfiguration Momentankonfiguration

Abbildung 3.5: Bezeichnungen der Momentan- und Bezugskonfiguration an einem
allgemeinen Korper

Dieser Tensor représentiert kein physikalisch interpretierbares Spannungsmaf
und ist somit eine reine Rechengrofle. Er ist symmetrisch und die einzelnen
Komponenten dndern sich nicht, wenn der Koérper nur eine Starrkérperrotation
erfahrt.

Analog kann der Cauchysche Spannungstensor durch Vorwértstransformation
des 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors auf die Momentankonfiguration
berechnet werden

o= (det F) ' FSFT . (3.21)

Wir betrachten noch die sogenannte spezifische Spannungsleistung o - d, also
die Spannungsleistung bezogen auf ein Einheitsvolumen. Diese ist in der Mo-
mentankonfiguration definiert. Wir benotigen auch hier eine Formulierung in
der Bezugskonfiguration. Mit der Definition des Skalarprodukts, Umstellen der
Zeitableitung des Green-Lagrangeschen Verzerrungstensors (3.18) nach der Defor-
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mationsrate und der zyklischen Vertauschbarkeit unter dem Spuroperator kann
die spezifische Spannungsleistung umgeformt werden:

oc-d=oc FTEF!
=tr (o’FﬁTEFJ)

=tr (Fflo'F*T E"
—_——=~
=det(F)'S =E
—det (F)'S-E. (3.22)

Da die Determinante des Deformationsgradienten nach (3.13) fir die Transforma-
tion zwischen Volumenelementen in der Momentankonfiguration und der Bezugs-
konfiguration benotigt wird, kann die Spannungsleistung pro Einheitsvolumen in
der Bezugskonfiguration mit S - E angegeben werden. In diesem Zusammenhang
wird auch davon gesprochen, dass der 2. Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor und
der Green-Lagrangesche Spannungstensor arbeitskonjugiert sind.

Anmerkung 3.1.1 (Definition der Spannungsmafle). Je nach Herleitung wird die
Definition des 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors S genau so gewdhlt, dass
die Spannungsleistungen in der Momentan- und der Bezugskonfiguration gleich
sind fiir beliebige Deformationsraten d (zum Beispiel in Altenbach 2018). Damit
ergeben sich die Zusammenhdnge (3.20) und (3.21) zwischen S und o .

3.1.8 Materialmodellierung — konstitutives Gesetz

Ein konstitutives Gesetz verbindet ein Spannungsmafl mit einem Verzerrungs-
maB. Da es verschiedene Spannungs- und zugehorige Verzerrungsmafle gibt, kann
das konstitutive Gesetz fiir ein gegebenes Material verschiedene Formen anneh-
men. Uber entsprechende Umrechnungen kénnen die GréBen aber wieder mit
dem 2. Piola-Kirchhoffschen Spanungstensor S und dem Green-Lagrangeschen
Verzerrungstensor E ausgedriickt werden.

Die typischerweise bei crashbelasteten Strukturen verwendeten Materialien ver-
halten sich selbst bei kleinen Deformationen nichtlinear. Eine grofie Klasse von
nichtlinearen Materialien kann mit elasto-plastischem Verhalten beschrieben wer-
den. Hierunter fallen Werkstoffe wie Stahl und Aluminium. Die zugehorigen
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Modelle sind komplex und die konkrete Modellierung eines Materials hdngt vom
Finite-Elemente-Berechnungsprogramm ab.

Die analytische Herleitung der Topologischen Ableitung in Kapitel 4 erfolgt zu-
nachst materialunabhéngig. Wenn Resultate eines Finite-Elemente-Berechnungs-
programms verwendet werden, dann werden auch dessen spezifische Materialm-
odellierungen verwendet, ohne diese explizit angeben zu miissen. Dadurch kann
die Topologische Ableitung allgemein angegeben werden.

Bei der numerischen Auswertung kann allerdings nicht mehr auf eine Materialbe-
schreibung verzichtet werden. Fiir ein elasto-plastisches Material wird in Kapitel 5
auf die wesentliche Beschreibung eingegangen.

3.2 Anfangsrandwertproblem der nichtlinearen
Kontinuumsmechanik

Ausgehend von der lokalen Bewegungsgleichung wird in diesem Abschnitt das
Anfangsrandwertproblem entwickelt, das eine nichtlineare transiente Bewegung
des Korpers beschreibt.

3.2.1 Lokale Bewegungsgleichung

Wir betrachten zunéchst den Kérper in der Momentankonfiguration §% in Abbil-
dung 3.6 links, seine Oberflache identifizieren wir mit I’;. Wir setzen homogenes
isotropes Materialverhalten voraus. Das heifit, das Material verhélt sich an allen
materiellen Punkten gleich und die Eigenschaften sind richtungsunabhéngig.

Fir die Herleitung des dynamischen Gleichgewichts analog zu Becker und Gross
2002 betrachten wir zunéchst ein infinitesimales Volumenelement des Korpers,
wie in Abbildung 3.6 auf der rechten Seite. Auf das Volumenelement wirkt die
Volumenkraft f (beispielsweise infolge der Schwerkraft) und an den Deckflidchen
die Komponenten des Spannungstensors. In der Abbildung sind beispielhaft nur
die fiir das Gleichgewicht in e;-Richtung relevanten Spannungen eingezeichnet.
Die infinitesimalen Zuwéchse der Spannung werden durch eine Taylor-Reihe unter
Vernachlissigung Glieder hoherer Ordnung beschrieben.
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do.
Oz + xx daq

ox1 el

Abbildung 3.6: Lokales Gleichgewicht beispielhaft in e;-Richtung (modifiziert aus Becker
und Gross 2002)

Das Kraftegleichgewicht in e;-Richtung ist
<0m (?90'” dx1> dzo dors — 04y dwg dog+
doy,
Oy + = 8 d.’IJQ dxl d.’Zg — Oyz d.Z‘l d$3+
o,
<0’zz + = or dZL'3> dxy dey — 0, doy das + f1 doy daodzg = 0.
3

Zusammengefasst wird dies zu

004y 00yy 004
ox i 8.752 ox 3

+f1=0.

Mit der Symmetrie des Cauchyschen Spannungstensors und analog fiir die Gleich-
gewichtsformulierungen in die anderen beiden Richtungen lésst sich das System
gekoppelter Differentialgleichungen

00yy 00y 004,

81131 81’2 + 8 + fl n O
00y Ooyy aayz B
6CE1 8.%2 8 X3 + f2 O
0oy, Ooy, 00, B
8a:1 6562 * 8 + f3 O
in der kompakten Form
dive (u)+f=0 (3.23)

schreiben.



3.2 Anfangsrandwertproblem der nichtlinearen Kontinuumsmechanik 39

Sind die Gleichgewichtsbedingungen nicht erfiillt, wird das Volumenelement be-
schleunigt und die Bewegungsgleichung lautet mit der Massendichte ¢ in lokaler
Form:

0%u

dive (u) +f(t) = 0% - (3.24)
Die resultierende Bewegung wird durch die spezifische Tragheitskraft Q% be-

schrieben.

3.2.2 Formulierung des Anfangsrandwertproblems

Der Teil der Korperoberflache 92, der in Form eines Spannungsvektors 7(¢) belas-
tet wird, heit Neumannrand und wird mit I'y(t) bezeichnet. Der Vektor n (¢) ist
ein auBerer Normalenvektor auf dem Rand. Mit dem Cauchyschen Theorem (3.19)
wird der Zusammenhang zwischen dem Cauchyschen Spannungstensor und der
auferen Spannungsbelastung hergestellt on = 7. Auf dem Dirichletrand I'p(t) ist
die Verschiebung u durch u festgelegt. Der Kérper kann an beliebigen Stellen mit
einer initialen Geschwindigkeit  beaufschlagt werden. Die Dichte ¢ des Korpers
andert sich bei der Verformung nicht. Das gesamte System

dive (u(X,t)) +£f(t) = g% in (2, (3.25)
uX,t)=u auf I'p(t), (3.26)
o(u(X,t) n(X,t) =7(X,t) auf I'n(), (3.27)

J . =
au(~,t:0):u(~,t:0):u (3.28)

wird aufgrund der Verschiebungsrandbedingungen und initialen Geschwindigkeit
mathematisch als ein Anfangsrandwertproblem bezeichnet. Die Losung des Systems
erfolgt sowohl rdumlich (Randwertproblem) als auch zeitlich (Anfangswertpro-
blem). Die vorgegebene Verschiebung kann eine Lagerungsrandbedingung wie
beispielsweise eine Einspannung oder ein Auflager sein. Es miissen nicht zwangs-
laufig alle Freiheitsgrade auf dem Dirichletrand festgelegt sein. Auch bei der
initialen Geschwindigkeit und der Spannungsrandbedingung miissen nicht alle
Richtungen festgelegt werden.

Die Losung des Differentialgleichungssytems ist die vektorwertige Verschiebungs-
funktion u (X, t) : 2 x [0,T] — R?. Der Zeitpunkt 7T ist dabei der Endzeitpunkt,
zu dem das mechanische System seine Giiltigkeit verliert. Wenn die Abhéngigkeit
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von Ort oder Zeit eindeutig ist, wird der Ubersichtlichkeit halber diese Abhingig-
keit nicht explizit ausgeschrieben. Die erste Ableitung der Verschiebung nach der
Zeit t ist die Geschwindigkeit %u =u(X,t), die zweite Ableitung die Beschleuni-
gung 3—;u =i (X,t).

Anmerkung 3.2.1 (Geometrischer Korper und Gebiet). Ein Korper ist in der
Geometrie eine dreidimensionale Figur, die durch ihre Oberfliche beschrieben
werden kann. Diese Definition wird in der Mechanik ohne weitere Erkldrung
adaptiert.

In der Analysis (siche Forster 2017b) wird der Begriff des Gebiets definiert: Ein
Gebiet ist eine offene und zusammenhdngende Teilmenge des R™.

In diesem Fall ist das ,offen” ein wesentlicher Unterschied zum geometrischen Kor-
per, bei dem implizit der Rand als Teil des Korpers gesehen wird. Die Eigenschaften
eines Gebiets sind fiir diese Arbeit nur von untergeordneter Bedeutung, weil keine
funktionalanalytische Betrachtung erfolgt. Einige Vorgehensweisen und Defini-
tionen, vor allem im ndchsten Kapitel, sind allerdings mit dem mathematischen
Gebiet assoziiert und werden daher mit den Literaturbegriffen bezeichnet.

Speziell fiir diese Dissertation muss das Anfangsrandwertproblem eingeschrankt
werden. Die Herleitungen der Topologischen Ableitung gelten unter den folgenden
Voraussetzungen:

Voraussetzung 3.2.1 (Verschiebungsunabhéngigkeit der Belastungen).

Sowohl die Spannungsrandbedingungen 7 als auch die Volumenkréfte f sind
von der Verschiebung u unabhéngig. Dies schliefit beispielsweise Kontaktphé-
nomene aus.

Voraussetzung 3.2.2 (Unabhangigkeit der Anfangswerte).

Die Anfangswerte (3.28) des mechanischen Anfangsrandwertproblems sind von
der Form des Kérpers und vom weiteren Verlauf der Verschiebung unabhangig
festgelegt.

Die Formulierung des Anfangsrandwertproblems (3.25) wird in der Literatur
auch als strenge Form (Dinkler 2017) der Bewegungsgleichung bezeichnet. Eine
analytische Losung der Differentialgleichungen ist in der nichtlinearen Kontinu-
umsmechanik im Allgemeinen nicht moglich. Eine naherungsweise Berechnung
auf der Basis der Methode der finiten Elemente beispielsweise ist jedoch moglich.
Dazu wird die sogenannte schwache Form der Bewegungsgleichung bendtigt.
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3.2.3 Schwache Form des Anfangsrandwertproblems

Die Bezeichnung ,,schwach“ hat den mathematischen Hintergrund, dass schwéchere
Anforderungen an die Losungsfunktion u gestellt werden, als die Forderung nach
einer stetig differenzierbaren Funktion als Losung des Anfangsrandwertproblems
in der strengen Form.

Die Bewegungsgleichung (3.25) wird skalar multipliziert mit einer vektorwertigen
Funktion ¢(X,#) : £ x [0,T] — R?, die auf dem Dirichletrand I'p(t) verschwindet:
¢ € {¢|¢p=0auf I'n(t)}. Die Funktion ¢ wird als Testfunktion bezeichnet.
Anschliefende Integration tiber den Korper liefert:

[dive (u)- a0, - [oi-pd2+ [£(t)- a0 0. (3.29)
o2 2

2

Durch Anwendung der Produktregel fiir die Divergenz (3.3) wird das erste Integral
von (3.29) aufgespalten in das erste Integral in der folgenden Gleichung (3.30) und
ein Integral, das durch Anwendung des Gaufischen Integralsatzes (Anhang B.2)
und Einarbeitung der Spannungsrandbedingungen auf das Randintegral auf dem
Neumannrand fihrt. Das Randintegral auf dem Dirichletrand und auf dem freien
Rand wird durch die Wahl der Testfunktionen und die fehlende dufiere Belastung
gleich null. Wir erhalten damit die schwache Form des Gleichgewichts

/0' -grad ¢ df2; + /gu b dsy

virtuelle innere Energie virtuelle Arbeit,
der Tragheitskrafte

—/f (t) - pd — / T(t) - pdl, =0. (3.30)
2 I'n(t)

virtuelle Arbeit
der aufleren Krafte

Die schwache Form ist durch das Skalarprodukt eine skalarwertige Funktion in
der Dimension der Arbeit. Die von den Testfunktionen geleistete virtuelle innere
Energie wird durch den ersten Term des Gleichgewichts beschrieben. Der zweite
Term beschreibt die virtuelle Arbeit infolge der Tragheit und die letzten beiden
Terme die virtuelle Arbeit infolge der dufleren Belastung. Der Begriff ,virtuell“
wird hier in Anlehnung an das Prinzip der virtuellen Verriickungen verwendet, wo
als Testfunktion eine gedachte und in Wirklichkeit nicht vorhandene Verschiebung
verwendet wird und damit die Dimension der Arbeit entsteht. Mit der Forderung,
dass die Testfunktion auf dem Dirichletrand verschwindet, ist die Verriickung mit
den geometrischen Randbedingungen vertraglich.
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Wir fithren jetzt noch eine geschwindigkeitsabhéngige spezifische Dampfung c¢g mit
ein, die in der numerischen Berechnung eingesetzt wird, um Verluste durch Reibung
und Viskositdt im Material abzubilden. Diese phdnomenologische Dampfung
hat ecigentlich keine analytische Entsprechung und wird meist in der rdumlich
diskretisierten Form aus der Massen- und Steifigkeitsmatrix zusammengesetzt.
Fiir die Vergleiche der Methoden im néchsten Kapitel wird der Dampfungsterm
Jocq- @ A2 trotzdem in die analytische Beschreibung mit eingefiigt, ohne konkret
dessen Berechnung benennen zu miissen.

Mit der Volumen- und Flichentransformation (3.14) und dem Cauchyschen Theo-
rem (3.19) kann der duBere Spannungsvektor 7 auf die Bezugskonfiguration
bezogen werden (7). Mit der Riicktransformation des Cauchyschen Spannungs-
tensors (3.20) und den Transformationsbeziehungen (3.13) und (3.12) kann die
schwache Form des Gleichgewichts in der Bezugskonfiguration angegeben wer-
den:

<G(u(m 0(0),i(2),9), ¢>

::/FS~Grad¢d!2+/cd1'1-q’)d!2+/gii-¢>d!2
(%} 2 2

~ [tW-pd2— [x(t)-pdl =0. (331)

I'y

Schreibweise (Duale Paarung). Ein Funktional ist eine Abbildung von Funktionen
auf Skalare. Im Fall des Gleichgewichtsfunktionals G wird die Testfunktion ¢ in
die reellen Zahlen abgebildet.

Die Schreibweise der sogenannten dualen Paarung (G, ¢) wird verwendet, um
zu verdeutlichen, dass das Funktional G auf die Testfunktion ¢ angewendet
wird. Dies erleichtert bei abstrakten analytischen Herleitungen die Ubersicht iiber
austauschbare Grofien einer Gleichung und im Weiteren auch die Ubersicht iiber
die Kettenregel bei Ableitungen.?

Die Definition des Gleichgewichtsfunktionals G soll verdeutlichen, dass das Gleich-
gewicht von der Verschiebungsfunktion u, der Geschwindigkeit i und der Be-
schleunigung i abhéngt, die durch den Koérper (2 beeinflusst werden. In der
Optimalsteuerungstheorie wird die Verschiebungsfunktion als Zustand von engl.

’In der Mathematik wird die duale Paarung in umgekehrter Reihenfolge geschrie-
ben ((¢, G (u(f%), 2))), der Ubersichtlichkeit halber bleiben wir aber bei der in der Physik
tiblichen Schreibweise.
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state bezeichnet und der Korper als Steuerung von engl. control. Da der Deformati-
onsgradient F' explizit durch die Verschiebung definiert ist, wird die Abhangigkeit
nicht weiter ausgeschrieben. Der 2. Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor S héngt
itber das konstitutive Gesetz von der Verschicbung ab.

Die Gleichungen der Kontinuumsmechanik kénnen also mit Bezug auf die ver-
formte oder unverformte Konfiguration des Korpers formuliert werden. In dieser
Arbeit ist, mit Blick auf die Topologische Ableitung, die Beschreibung in der
Bezugskonfiguration von besonderem Interesse. [hre Definition zielt darauf ab, die
Gebietsintegrale auf einer Geometrie auszudriicken, die bekannt ist.

Schreibweise (Linearer Spezialfall). In dieser Arbeit werden immer auch die Re-
sultate der Topologischen Ableitung unter linear elastischem Materialverhalten
und kleinen Verschiebungen angegeben. Bei der Plausibilitatspriiffung anhand
praktischer Beispiele in Kapitel 6 wird dann tiberpriift, ob die nichtlinearen Sensi-
tivitaten bei geniigend kleinen Verschiebungen und langsamen Belastungen in die
bekannten linearen Sensitivitdten tibergehen.

Groflen und Funktionale, die unter den linearen Voraussetzungen eine besondere
Form haben, werden mit dem hochgestellten ™ hervorgehoben.

Anmerkung 3.2.2 (Bezugs- und Momentankonfiguration bei kleinen Verschiebungen
und Verzerrungen). Ein Spezialfall der Bewegungsgleichungen ist das statische
Gleichgewicht (3.23). Wir sprechen von linearer Statik, wenn der Spannungszu-
stand o zeitunabhdngig und eindeutig durch den momentanen Deformationszustand
festgelegt ist. Der Spannungszustand ist insbesondere unadbhdngig von der Deforma-
tionsgeschichte, und nach einer vollstandigen Entlastung gibt es keine bleibenden
Verzerrungen. Das Material verhdlt sich linear elastisch, wenn der Zusammenhang
zwischen Spannungen und Dehnungen linear ist, also beispielsweise das Hookesche
Gesetz gilt. Geometrisch linear bedeutet, dass wir uns auf kleine Deformationen
beschrinken, bei denen nicht mehr zwischen Bezugs- und Momentankonfiguration
unterschieden werden muss und bei denen der Verzerrungszustand durch den infi-
nitesimalen Verzerrungstensor € ~ % (gradu + grad uT) beschrieben werden kann.
Bei linear elastischen statischen Problemen mit kleinen Verschiebungen werden
daher nur die Bezeichnungen der Momentankonfiguration verwendet.
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Das Skalarprodukt eines symmetrischen mit einem schiefsymmetrischen Tensor
verschwindet nach (3.2) und damit ist im Linearen

o-gradp=o0- % (gradd) + grad ¢T) +o- % (gradqﬁ — grad ¢T)
=e(¢) =0
=0o-e(¢). (3.32)

Das Kriftegleichgewicht (ohne Masseneffekte und ohne Zeitabhingigkeit) ist ein
Randwertproblem. Die schwache Form kann aus der strengen Form (3.23) gewon-

nen werden.:

<G“n(u(9) 02), ¢>

:/ ) A — /f pd— /T ddl =0. (3.33)
2

3.2.4 Linearisierung der schwachen Form

Der nichtlineare Charakter des Gleichgewichtsfunktionals G wird hauptséchlich
durch den nichtlinearen Zusammenhang zwischen Spannung S und Verzerrung E
(nichtlineares Materialgesetz) und durch die geometrische Nichtlinearitit (nicht-
linearer Green-Lagrangescher Verzerrungstensor E) beeinflusst. Sowohl fiir die
numerische Lésung des Anfangsrandwertproblems mit dem Newton-Verfahren als
auch fir die Topologische Ableitung wird die Linearisierung des Gleichgewichts-
funktionals beziiglich der Verschiebung benétigt. Da die Geschwindigkeit &1 und
die Beschleunigung ii durch zeitliche Ableitung der Verschiebung entstehen, wird
die ausfiihrliche Schreibweise in diesem Abschnitt auf das Wesentliche verkiirzt.
Die Losung des Anfangsrandwertproblems erfolgt inkrementell in der Zeit:

Vom Gleichgewicht G(u(£2,t®), 2) zu einem Zeitpunkt t*) ausgehend wird eine
Niherungslosung u (2, t#+9) = u(£2,¢*)) + Au fiir den nichsten Zeitpunkt ¢*+1)
gesucht, zu dem auch das Gleichgewicht erfiillt sein muss.

Die Taylor-Entwicklung des Gleichgewichtsfunktionals G mit dem Entwicklungs-
punkt u(2, ") liefert:

<G (u(2,141), 9) | ¢> - <G (u(2.t®) + Au, 2) | ¢>

<G (u(92), ), ¢> + <8%<G (u(2),2) | ¢> , Au> YR. (3.34)

=0 fiir Gleichgewicht
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Hierin bezeichnet <d% (G(u(2),0), o), Au> die Linearisierung von G an der
Stelle u angewendet auf das Verschiebungsinkrement Au. Das Restglied R fasst die
Ableitungen hoherer Ordnung zusammen. Unter Vernachlassigung des Restglieds R
fithrt (3.34) auf eine nichtlineare Gleichung fir das Verschiebungsinkrement Au.
Die Losung kann beispielsweise mithilfe des Newton-Verfahrens erfolgen. Dies wird
bei der Losung des diskretisierten Problems in Abschnitt 3.5 erldutert.

Die Bezeichnung ,Zeitpunkt“ wird hier aufgrund der expliziten Zeitabhéingig-
keit des Anfangsrandwertproblems gewahlt. Ist keine Zeitabhangigkeit gegeben,
wird meist die Last schrittweise erhoht. Dann wird im Verlauf von Lastschritten
gesprochen. Das Losungsverfahren bleibt aber prinzipiell gleich.

Unter der Voraussetzung, dass die dufleren Belastungen unabhéngig von der
Verschiebung sind (Voraussetzung 3.2.1 auf Seite 40), wird fir die Linearisierung
der schwachen Form des Gleichgewichtsfunktionals (3.31) nur die Linearisierung
der virtuellen inneren Energie benotigt.

Betrachtet wird zunéchst die Ableitung des Deformationsgradienten F'. Mit der
Definition (3.8) folgt fiir die Linearisierung des Deformationsgradienten

0 0
<a—uF(u) , Au> = <87u (Gradu+1) , Au> = Grad Au.

Nach dem Satz iiber die differenzierbare Abhéngigkeit vom Parameter (An-
hang B.3) darf unter dem Integral differenziert werden. Damit kann die Linearisie-
rung der virtuellen inneren Energie angegeben werden:

)
<8u!FS-Grad¢dQ7 Au>

<§ (FS), Au> - Grad ¢ df?

/
Z(< FS, Au>+<F%S, Au>) Grad ¢

/ Grad Aus - Grad¢)d(2+/ < S(u),Au>-Grad¢d!Z‘ (3.35)
n

In der letzten Zeile fehlt noch die Ableitung des Spannungstensors. Unter Zuhilfe-
nahme der Linearisierung des Green-Lagrangeschen Verzerrungstensors mit der
Produktregel

<8E Au> l (Grad AUTF + FT Grad Au)
ou’ 2
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kann schlieflich noch die Linearisierung des 2.Piola-Kirchhoffschen Spannungsten-
sor vereinfacht werden:

0 0S JOE
(a5 2) = (55 (5 2))
oS 1 T T
= <@, 5 (Grad Au"F + F GradAu)> :
Es verbleibt der inkrementelle Materialtensor 3%7 der vom verwendeten Mate-
rialmodell abhéngt und daher hier nicht weiter aufgelost werden kann.

3.3 Schalenformulierung

Gekriimmte Strukturteile, die sehr diinn im Vergleich zu ihrer flichigen Ausdeh-
nung sind, wie beispielsweise in Abbildung 3.7a skizziert, werden als Schalen
bezeichnet. Dies sind beispielsweise Bleche. Die Modellierung wird hier zunéchst
in der Kontinuumsmechanik erlautert und im folgenden Abschnitt diskretisiert.

Durch die geringe Dicke h werden Schalen meist durch eine Mittelflache M als
Referenzflache idealisiert, siehe Abbildung 3.7b. Das Schalenkontinuum kann
dann durch zwei Flachenparameter &, (der griechische Index « kann die Werte 1
und 2 annehmen) beztglich der Mittelflache und durch eine Koordinate &3 in
Dickenrichtung beschrieben werden. Basierend auf dieser Parametrisierung werden
dann die Schalengleichungen (Kinematik, schwache Form, Materialgleichungen)
aus den dreidimensionalen Gleichungen der Kontinuumsmechanik hergeleitet.

Flachenparametrisierung M

(a) Gekriimmter Strukturteil (b) Schale als Mittelfléiche

Abbildung 3.7: Vereinfachung der Schalengeometrie
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Die Flachenparameter werden in der Regel als konvektive Koordinaten gewéhlt.
Zunichst konnen wir den Ortsvektor X eines Punktes im Schalenkontinuum in
der Bezugskonfiguration durch

X (61,6, €5,1) = Xt (€ar ) + DEN (€0, 1) (3.36)

beschreiben, wobei N der Normaleneinheitsvektor zur Schalenmittelfliche M in
der Bezugskonfiguration ist. Die Dickenparametrisierung durch %55 mit §3 € [—1,1]
wird dabei passend zur isoparametrischen Formulierung der spateren Diskretisie-
rung gewéhlt.

Fiir die Schalenkinematik wird niherungsweise eine Uberlagerung von Plattenki-
nematik (Belastung normal zur Mittelfliche) und Scheibenkinematik (Belastung
tangential zur Mittelfliche) angenommen. Zur Einordnung werden hier die beiden
bekanntesten Plattentheorien gegeniibergestellt:

o Nach der Kirchhoffschen Theorie werden Schubverformungen vernachléssigt
und die Normalen bleiben wihrend der Deformation senkrecht zur (de-
formierten) Mittelfliche. Dadurch verschwinden die Schubverzerrungen in
Dickenrichtung sowie die Dehnung in Dickenrichtung. Das entspricht for-
mal einem ebenen Verzerrungszustand (EVZ). Fir dinne Platten stellt die
Kirchhoffsche Theorie eine sehr gute Naherung dar.

o Die Reissner-Mindlinsche Theorie beriicksichtigt auch Schubverformungen,
die bei dicken Platten nicht mehr vernachléssigt werden kénnen. Die urspriing-
lich zur Mittelfliche normale Gerade bleibt daher wéihrend der Deformation
im Allgemeinen nicht senkrecht zur (deformierten) Mittelflache. Sie wird
auch schubweiche Theorie genannt.

Fiir beide Theorien gilt: Die Normalspannung in Dickenrichtung o, ist tiberall in
der Platte vernachlissigbar klein im Vergleich zu den Spannungen in der Platten-
Ebene: 0., < 04, 0yy, 04y. Die Bezeichnungen sind in Abbildung 3.8 an einem
Volumenelement in der Schale eingezeichnet.

Fiir nichtlineare Probleme ist praktisch nur noch die Reissner-Mindlinsche Theorie
von Bedeutung. Jedoch wird in dieser Arbeit in Kapitel 5 auf Resultate aus der
linearen Elastizitatstheorie unter der Annahme der Kirchhoffschen Plattentheo-
rie zurtickgegriffen. Die folgenden kinematischen Beziehungen und Herleitungen
beziehen sich auf die Verwendung der Reissner-Mindlinschen Theorie. Die Annah-
men der Kirchhoffschen Plattentheorie werden bei deren Verwendung besonders
hervorgehoben.
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Fir den Scheibenanteil wird angenommen, dass die Normal- und Schubspannungen
in Dickenrichtung 0., 0, und o, gleich null sind. Dies entspricht einem ebenen
Spannungszustand (ESZ), der auch Membranspannungszustand genannt wird.

0,y =0
h
e3
/ €2 Mittelfliche M
el

Abbildung 3.8: Annahmen der Schalenkinematik: keine Verzerrung in Dickenrichtung
(modifiziert aus Bathe 2002)

Mit der zusétzlichen Annahme, dass der Querschnitt bei der Deformation eben
bleibt, wird der Ortsvektor eines Punktes in der Momentankonfiguration durch

©(61,6,83,1) = paq (art) + gf;;d(fmt) mit & € [—1,1] (3.37)

dargestellt. Die Konfiguration ¢ 4, definiert die Deformation der Schalenmittelfld-
che. Die Tangentenvektoren an der Mittelflache werden durch die Ableitung der
Konfiguration in Richtung der konvektiven Koordinaten berechnet:

_ Do
T

Der Direktor d, dargestellt in Abbildung 3.9, beschreibt die Verdrehung des
Querschnitts bei der Deformation. Damit unterscheidet er sich nach der Reissner-

(3.38)

Mindlinschen Plattentheorie vom Mittelflachennormalenvektor n, der durch das
Kreuzprodukt der Tangenten a; und ay an der Mittelflache definiert wird:

n= X (3.39)
lla1 x as||

Die Freiheitsgrade der Schale sind die beiden lokalen Rotationen, die die Biegung
der Schale erzeugen und die lokalen Verschiebungen in allen drei Raum-Richtungen,
die in Abbildung 3.10a dargestellt sind. Daher wird die Schalenformulierung
auch 5-Parameter-Theorie genannt. Die Transformation der lokalen Gréflen in
das globale kartesische Koordinatensystem ergibt dann 6 Freiheitsgrade wie in
Abbildung 3.10b.
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Abbildung 3.9: Kovariante Basisvektoren der Schale in Bezugs- und
Momentankonfiguration, modifiziert aus Wriggers 2001

Die Darstellung mit den lokalen Grofien lasst eine Aufdatierung der Verschiebungen
und Rotationen durch Addition der inkrementellen Verschiebungen und Rotationen
ZU.

Die Verzerrung in Dickenrichtung ist null, wenn im kinematischen Ansatz ein
zusétzlicher Zwang eingebaut wird, bei dem der Direktor sich durch eine reine
Drehung d = RN aus dem Normalenvektor mit einer Rotationsmatrix R ergibt,
die im Folgenden genauer beschrieben wird. Dann &ndert sich die Lange des
Direktors wiahrend der Deformation nicht, also gilt ||d||2 = 1. Keine Verzerrung
in Dickenrichtung bedeutet gleichzeitig keine Anderung der Schalendicke. Die
5-Parameter-Theorie ist damit eine sehr grundlegende aber vereinfachte Scha-
lentheorie, die fiir die Untersuchungen in dieser Dissertation vollig ausreichend
ist. Die konkrete Schalenmodellierung héngt wieder von der Implementierung im
verwendeten Finite-Elemente-Berechnungsprogramm ab.

Die folgende Notation erleichtert die Darstellung und Berechnung der Ableitung
der Rotationen.

Schreibweise (Kreuzproduktmatrix). Das Kreuzprodukt zweier Vektoren v x w
kann formell durch die Multiplikation mit der schiefsymmetrischen Matrix

0 —V3 Uy
(Vliki=| vy 0 -u (3.40)
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geschrieben werden:
VXW=[V]yW.

Um nun eine zu den Verschiebungen dquivalente Aufdatierung der globalen Ro-
tationen zu bekommen, wird die Rotationsmatrix des Direktors R durch eine
Rotationsachse W% aus den drei Rotationswinkeln um die drei globalen Ach-

sen @ = (01, 6,05)" und dem Rotationswinkel 8 = ||6]], gemé$ Abbildung 3.10c
mit der sogenannten Rodrigues-Formel® dargestellt

sin 0 (t) 1—cosO(t) 2 (3.41)

Die Rodrigues-Formel ist fiir schiefsymmetrische Matrizen wie der Kreuzproduk-

matrix [0 (t)]x = —[0 (t)]] gleich dem Matrixexponential
o [0 ()]
R () = exp (0 (0)}) = > 2K (3.42)
n=0 :
da fiir schiefsymmetrische Matrizen [0 (¢)]2 = —||6 (¢) |3 [0 (t)]x gilt und die Expo-

nentialreihe in die Reihendarstellungen des Sinus und des Kosinus aufgespaltet
werden kann.

Die kovarianten Basisvektoren der Bezugskonfiguration werden analog zu ihrer
Definition (3.4) durch

0X h 2 e
Guz - @ - Aa + £3§N,a (343)
0X h
=2 _°N 44
Gs 98 2 (3.44)

mit den Tangentenvektoren A, = ‘B(TQV‘ der Mittelflache bestimmt. Diese Tangen-
tenvektoren werden auch zur Bestimmung des Normalenvektors herangezogen

A1 X AQ
= 3.45
A2 x Al (349
In der Momentankonfiguration werden die kovarianten Basisvektoren
Op h
=T —a,+ -&d, 3.46
8a aga aq + 255 » ( )
dp h
— —d 3.47

3nach Benjamin Olinde Rodrigues (1795-1851), franzosischer Mathematiker
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(a) Lokale Freiheitsgrade

(b) Globale Freiheitsgrade (c) Direktor-Konstruktion

Abbildung 3.10: Globale und lokale Rotation

ebenfalls durch die Tangentenvektoren a, der Mittelfliche und jetzt durch die
Richtungsableitungen des Direktors d , und den Direktor d selbst bestimmt.

Die kontravarianten Basisvektoren werden jeweils iiber die Orthogonalitétsbezie-
hung (3.5) beziehungsweise (3.6) aus den kovarianten Basisvektoren berechnet.

In Abbildung 3.9 sind Lage und Richtung der kovarianten Basisvektoren in der
Bezugs- und der Momentankonfiguration skizziert. Die Richtungsableitungen des
Direktors sind nach der Produktregel und der Definition der Drehung mit

d,=RN,+R,N (3.48)
gegeben. Die Richtungsableitung der Rodrigues-Rotation ergibt sich aus der
Richtungsableitung der Rotation

0._lo.s.

) )
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und Anwendung der Produkt- und Quotientenregel

_ fcosf —sinf sin 6

R,a’ 03 9 : 0,[1[0}x + T[g,a}x
2cosf — 2+ fsind
n cos 03+ sin 9-9@[9]3
1—cosf
—z [0[0.a]x+[0..)[0]x) . (3.49)

Die verbleibende Richtungsableitung der Rotation @ , wird erst mit der rdumlichen
Diskretisierung im néchsten Abschnitt aufgeldst.

Die Ableitung des Normalenvektors (3.45) erfolgt ebenfalls iiber die Produkt- und
Quotientenregel. Mit der Definition der Norm

|A1 % Aslls = /(A1 x Ag) - (A; x Ay)

und der Tatsache, dass sowohl Skalarprodukt als auch Kreuzprodukt der Produkt-
regel der Differenziation folgen, kann die partielle Ableitung angegeben werden:

N — Al,a XA2+A1 XAZ,a
“ A1 X Asf2
N
|A1 x Aql[3

(HA2H§A1 : Al,u + HAlH%AZ ) A27zy

— (A Ay) (A Ar+ AL A L)) L (350)

Anmerkung 3.3.1 (Linearitét des Deformationsgradienten in der Dickenkoordinate).
Der Deformationsgradient F' kann aufgespalten werden in einen konstanten und
einen in der Dickenkoordinate linearen Teil

h .
F = F¢ + §{3F[L] =g, oG (3.51)
mit den Anteilen

h
F[C] =a,® G + Ed ® G3 und F[L] = d,a ®G*.

Wir definieren an dieser Stelle noch ein lokales Orthonormalsystem £°¢ in der
Schalenmittelflache. Ausgehend von der Tangente an der Schalenmittelfliche A,
und dem Schalen-Normalenvektor N werden die Einheitsvektoren

A

loc loc loc
e = und e =Nxe 3.52
1 H A 1”2 2 1 ( )
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wie in Abbildung 3.11 erzeugt. Das Basissystem bildet in der Reihenfolge
gle = {el* b N} (3.53)
ein Orthonormalsystem.

Fir die spétere Berechnung der Topologischen Ableitung wird noch die zeitliche
Ableitung des Direktors benétigt. Aus der Langenkonstanz des Direktors d-d = 1
folgt mit zeitlicher Ableitung 2d-d = 0. Die zeitliche Ableitung des Direktors steht
also auf den Direktor selbst senkrecht und kann daher auch tiber ein Kreuzprodukt
dargestellt werden:

d=wxd=[wRN.

Andererseits ist die erste Ableitung mit der Kettenregel
d=RN+RN =RN
g

und daraus folgt fiir die Zeitableitung der Rotationsmatrix
R = [w|R.

Der Vektor w muss gleich dem Vektor der Winkelgeschwindigkeiten 6 sein, da mit
dem Matrixexponential aus (3.42) fir die zeitliche Ableitung der Rotationsmatrix
auflerdem gilt:

%R (6(6) =10 (1)]xexp ([0 (t)]x) = [ (DR (O (1)) - (3.54)

Die zweite Ableitung wird mit der Kettenregel gebildet und dort schliellich noch

R =

die erste Ableitung eingesetzt
R=[6].R(6)+[6].R(8) = ([O]X + [O]X[O}X) R(6) . (3.55)
Fiir die zweite Ableitung des Direktors nach der Zeit folgt damit

d=RN = ([6],+[0][0].) RN.

Die fehlende Rotationsgeschwindigkeit 0 und die Rotationsbeschleunigung [/
werden bei der Losung des Anfangsrandwertproblems berechnet.

3.4 Methode der finiten Elemente

Der Grundgedanke der Methode der finiten Elemente besteht darin, dass im All-
gemeinen die Deformation eines Festkorpers nicht durch eine geschlossene Losung
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der Differentialgleichungen bestimmt werden kann. Mit Hilfe von diskretisierenden
Methoden kann eine Ndherungslosung gewonnen werden. Hier wird zunéchst der
Grundgedanke der Diskretisierung des Gebiets und der Ansatzfunktionen und
anschlieflend eine Losungsmoglichkeit des Anfangsrandwertproblems mit impliziter
Zeitintegration besprochen.

Abbildung 3.11: Konstruktion des lokalen Basissystems in der Schalenmittelfliche

3.4.1 R&@umliche Diskretisierung

Der mechanische Korper 2 wird in n,, endliche (finite) Elemente Q) zerlegt, die
iber die Elementknoten mit ihren Nachbarn verkniipft sind, sieche Abbildung 3.12.
Dabei sind Fehler bei der Approximation der Geometrie nicht zu vermeiden. Die
Vereinigung der Punkte innerhalb aller finiten Elemente wird mit U symbolisiert.
Fir die Diskretisierung des Korpers in der Bezugskonfiguration gilt

0~ 0" =1 0.
Der Rand des Gebiets 902 setzt sich aus den freien Kanten, beziehungsweise
Fliachen der am Rand liegenden Elemente zusammen 920 = U™ ,902(). Dies ist
in der Regel eine Approximation des wirklichen Randes I'.

Schreibweise (Elementbezogene Grofien). Zur besseren Unterscheidbarkeit von
der kontinuierlichen Beschreibung werden alle Groflen, die sich auf die Diskreti-
sierung beziehen und damit elementbezogen sind, mit dem Index () oben rechts
gekennzeichnet.

Da das bestimmte Integral ein lineares Funktional ist, konnen die bei der schwa-
chen Form auftretenden Gebietsintegrale (3.31) tiber die diskretisierten Elemente
aufgeteilt und summiert werden. Speziell fiir Schalen kann nach dem Satz von
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Fubini die Integration tiber den Kérper aufgeteilt werden in die Integration tiber
der Mittelflache und die Integration tiber der Dickenrichtung:

e

/(...) 40 ~ / (...) drz<h>zz/(...)dn<e>,
[

0] =10

=

:Z/ () dzdM©@.  (3.56)

e 1/\/1(“) h

I\,Q‘\

Abbildung 3.12: Diskretisierung des Kérpers mit finiten Elementen

3.4.2 Isoparametrisches Konzept

Die Vorstellung des isoparametrischen Konzepts erfolgt hier direkt anhand der
Besonderheiten der Schalengeometrie und ausschlieflich fiir Vier-Knoten-Elemente.
Allgemeine Herleitungen fiir 2- und 3-dimensionale Elementformen kénnen in der
einschlédgigen Literatur (beispielsweise Wriggers 2001 und Bathe 2002) nachgelesen
werden.

Bei Schalengeometrien wird die Mittelfldche diskretisiert. Bei dieser Diskretisie-
rung des realen Gebiets treten Elemente unterschiedlicher Grofie und Form auf.
Die numerische Behandlung lasst sich stark vereinfachen, wenn alle diese verschie-
denen Elemente durch eine Transformation des sogenannten Referenzelements (2o
abgebildet werden. Dazu wird ein Koordinatensystem mit einem festgelegten
Koordinatenbereich [—1,1] x [—1, 1] eingefithrt. Das Referenzelement fiir die Scha-
lenmittelflache ist zweidimensional, wie in Abbildung 3.13 dargestellt. Ausgehend
von diesem Einheitsquadrat lassen sich durch eine isoparametrische Abbildung
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beliebige Vierecke darstellen. Zur Transformation werden sogenannte Ansatz-
funktionen bendtigt, um die Koordinaten und Verschiebungen zu interpolieren.
Meist werden diese aus den Lagrange-Polynomen gewonnen. Im Fall eines linearen
Polynomansatzes fiir beide Koordinatenrichtungen lautet die zweidimensionale
bilineare Ansatzfunktion

Ni(61,6) = i(l +&né) (1 +&1260) (3.57)

wobei &1 und &9 die Koordinaten des I-ten Elementknotens sind &; = (&1, 512)T.
Die isoparametrischen Koordinaten werden mit dem Vektor & = (&, fg)T zusam-
mengefasst. Damit gibt es fiir ein Vier-Knoten-Element vier Ansatzfunktionen,
die jeweils von einem Elementknoten ,, gestiitzt* werden:

Jede Ansatzfunktion Ny (&1, &) ist am I-ten Elementknoten gleich 1 und an allen
anderen Elementknoten gleich 0:

N;(&)=1 und N;(&,)=0 firl+#J.

Alle Ansatzfunktionen summieren sich zu 1 iiberall auf dem Referenzelement (2:
4
S Nr(€)=1 firalle €&e[-1,1] x[-1,1].
I=1

Beim klassischen isoparametrischen Konzept werden alle kinematischen Feldgré8en
mit denselben Ansatzfunktionen approximiert. Fiir die einheitliche Abbildung der
Schalendicke wird eine Dickenparametrisierung vorgenommen mit &3 € [—1, 1].

Die Geometrie der Mittelflidche eines Elements wird mit den Ansatzfunktionen
und den Koordinaten der Elementknoten X; dargestellt. Die Parametrisierung
der Mittelflache lautet in der Bezugskonfiguration und in der Momentankonfigura-
tion

Mu;

4
XO =Y N (€)X,  und  x9 =3 N (&)x;.
=1

1

Il
—

Daraus folgt fiir die Verschicbung mit der Definition u® = x(© — X(© ebenfalls
eine Interpolation mit den Knotenverschiebungen. Auch fiir die Testfunktionen
wird eine analoge Darstellung gewéhlt:

u® —

M.&

4
Ni(€u  und @Y= N/ (&) ¢ (3.58)
I I=1

1

An dieser Stelle werden alle die Scheibenkinematik beschreibenden Grofien aus
dem vorhergehenden Abschnitt in diskretisierter Form angegeben.
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Xs Xy &2
& Flo)

X4 X,

)

X 1 /
€3 s

£ e (e ()

Abbildung 3.13: Isoparametrische Abbildung vom Referenzelement in die Bezugs- und
Momentankonfiguration (modifiziert aus Wriggers 2001)

Fiir die Tangentenvektoren A® und al® werden die Ableitungen der Ansatz-
funktionen benétigt. Diese konnen wieder allgemein mit den Koordinaten der
Elementknoten des Referenzelements berechnet werden:

Ny (&) = i&l (14 &72&) und Npg (&) = 3512 (1+¢n&) - (3.59)

Die Ableitungen sind nur noch linear in einer Koordinatenrichtung und konstant
in die andere. Dies gilt ebenso fiir die Tangentenvektoren:

4 4
A =3 Nio (€)X und al =3 Nio(&)x;- (3.60)
=1 -1

Die Tangentenvektoren eingesetzt in die Definition des Normalenvektors (3.45)
ergibt fiir diesen wieder eine Abhéngigkeit von beiden Koordinatenrichtungen. Die
Position eines Elementknotens kann von der Ebene, die die anderen drei Element-
knoten aufspannen, abweichen. Ein Schalenelement muss also nicht zwangslaufig in
einer Ebene liegen, auch wenn die Vorhersage von Spannungen und Verschiebungen
am effektivsten in unverzerrten Elementen funktioniert (Bathe 2002).
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Fir die Ableitungen des Normalenvektors Nfg) nach der analytischen Ablei-
tung (3.50) werden noch die Ableitungen der Tangentenvektoren benétigt. Erneutes
Ableiten von (3.59) fithrt auf

Al =Af) =0,
€ € 1 4
Afxe; i= A%,z = Aé? =1 > &nénpXr.

Dies fithrt schlielich zu Vereinfachungen bei der Berechnung der Ableitung des
Normalenvektors in der Bezugskonfiguration

(e) (e)
N(f)z Al x AL
T IAY x AP
N

(e)112 A (€) e
7m(”Al H2Az A'(Qi)ji

(A9 AL) (A A0))

o _ AL xAY
2 e e
1AL x AL,
N©
1AL x AS|3 ‘

«

(1AS1BAL - AL — (A1 AP) (a9 A0))
Die Ableitung der Rotationsmatrix R, wird gemé8 der kontinuierlichen Form
wie in (3.49) verwendet und die Rotation R selbst aus (3.41). Sowohl in der
Rotation selbst, als auch in deren Ableitung, werden die Rotationswinkel mit den
Ansatzfunktionen aus den Rotationswinkeln der Elementknoten gebildet

4 4
0 =S N;(6)6; und 89 =3 N;, (&) 6;. (3.61)
=1 I=1
Alle weiteren Groflen wie der Direktor, die Ableitung des Direktors und die kova-
rianten Basisvektoren konnen mit den elementbezogenen parametrisierten Formen

berechnet werden. Mit diesen Beschreibungen kann eine iiber die Elementgrenzen
stetige Beschreibung der Geometrie und der Verschiebung angegeben werden.

3.4.3 Raumliche Integration mit Quadraturformeln

Die Idee des isoparametrischen Ansatzes mit einem Referenzelement ist, die Inte-
gration des Gleichgewichtsfunktionals auf diesem Referenzelement durchzufiihren.
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Das Referenzelement (2 ist also quasi das Bezugselement fiir jedes Element 2(¢)
in seiner Konfiguration — sei es die Bezugskonfiguration oder die Momentankonfi-
guration.

Die Integration auf dem Referenzelement ist eine Koordinatentransformation fiir
das finite Element. Daher wird fiir die Integration auf dem Referenzelement die
Transformationsformel (siche Anhang B.1.1) benétigt. Im Speziellen wird die
Jacobi-Matrix der Mittelfldche beziiglich der Parametrisierung bendotigt.

Die Schalenmittelflache ist eine Einbettung im mathematischen Sinn: Die Punkte
der Mittelflache kénnen aus der Ebene mit der isoparametrischen Formulierung
parametrisiert werden, liegen aber im Raum. Daher hat die Jacobi-Matrix der
Ortskoordinaten folgenden Aufbau

ax (¢) (e)
X, HX;/“

i
e (X“’)) _0XT | ax, ext,
¢ AT o€ % oG
X, o,
0&1 9&2

Bei Schalen wird insbesondere die sogenannte Gramsche Determinante J(G6 )=

T
det (Jée) Jée)> fiir die Transformation des Integrals benotigt. Mit

Xy, X,
. axly,  axl, ox§), B DEs
T - . - oy (©) (e)
J(e) J(e) _ d§1) 0&;1) d§<1> 0X X
¢ £ OX ax.r\}tz X s 9 ) 85(2,)
0&2 &2 062 0X ,:,1 OX/&
&1 9

B0 oty ol o
0X . Xy 0X g . 0X u
061 9& 062 0&o

(ax(ﬁ) ) ox©  ax'e) ) 3X(f«))

folgt
T
JE) = det (Jif) Jgf"))

. . . . . I\ 2
(axgj . axgﬁ) (axgj _ axf(j) - (axgj . axgﬁ)

0& 064 0&  0& 0& 06
A A Ao As (Aras)?
= ||AL13]|Az]13 — (Ar - Ay)®
= ||A1 x A}
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und damit

Jo (&) = det<J§ Jg)*HAl( X Ay (&) |]2-

Mit der Transformationsformel kann das Gebietsintegral [« schliefilich auf dem
Referenzelement 25 formuliert werden. Fiir eine Funktion z : 2(©) — R ist dies

1 1 1
[ ) a0 = [ [ [ (6660 2 To 6 6) de desdes.
-1-1-1

()

Die analytische Integration iiber dem Referenzelement ist im Allgemeinen die
Integration eines gebrochen rationalen Ausdrucks in den Referenzkoordinaten &1, &,
und &s.

Daher wird auf numerische Integration zurtickgegriffen. Die numerische Integrati-

onsformel setzt sich aus Funktionswerten an den n, Stiitzstellen (§1;,&2;,&3;) und
(»)

den Gewichtungsfaktoren w;"’ zusammen:
. Np h
[ 23X A0 = 302 (s o1, ) 5V e (G ) wl” . (3.62)
o i=1

Insgesamt ist die Anzahl der Stiitzstellen gleich die Anzahl der Flachenintegra-
tionspunkte n¢ mal die Anzahl der Dickenintegrationspunkte n.: n, = nymn..
Die Integration in der Referenzelement-Ebene erfolgt mit der Gauischen Quadra-
turformel 3. Ordnung. Mit ny = 2 x 2 Integrationspunkten werden Polynome
bis zum Grad 3 exakt integriert. Diese Quadraturformel hat sich in der Methode
der finiten Elemente aufgrund der hohen Genauigkeit und der numerischen Ef-
fizienz durchgesetzt. Die Lage der Integrationspunkte und die Gewichte kénnen
Abbildung 3.14a und Tabelle 3.1 entnommen werden.

Die Dickenintegration wird mit n, = 9 Integrationspunkten nach Lobatto durchge-
fithrt. Die Lobatto-Integration wird ausgewéhlt, da die Stiitzstellen auch bis auf die
Schalenober- und -unterseite verteilt sind. Zu jedem der Flachenintegrationspunkte
wird die Dickenkoordinate nach Abbildung 3.14b und Tabelle 3.2 ausgewertet.*
Diese und weitere Gewichtungen und Stiitzstellenpositionen kénnen Michels 1963
entnommen werden.

“Diese Integrationsgewichte und Positionen entsprechen der Elementformulierung ELFORM 16
in LS-Dyna®und NIP 9 bei global eingestellter Lobatto-Integration.
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Abbildung 3.14: Lage der Integrationspunkte im Referenzelement

Tabelle 3.1: Lage und Gewichte der Fliachenintegrationspunkte

i w? G &

1 10 —% —&
2 10 +5 -5
3 10 +75 +5
4 10 -5 +%

Fiir die Komplettierung der Diskretisierung der schwachen Form (3.31) fehlt an
dieser Stelle noch die Materialformulierung und auf welche Art die unterdriickte
Dickenverzerrung in die Schalenformulierung eingearbeitet wird. Da es mittlerweile
auch im Bereich der kommerziellen Software viele verschiedene Schalenformulierun-
gen gibt, die nicht in jedem Fall vollstindig dokumentiert sind, werden an dieser
Stelle nur die relevanten Ergebnisse und Bezeichnungen wiedergegeben. Bathe
2002 und Wriggers 2001 beispielsweise geben jeweils einen Uberblick iiber Schalen-
und Materialformulierungen. Fir die Verwendung spezieller Formulierungen finden
sich weiterfithrende Informationen in der Dokumentation LSTC 2019 und in den
Herleitungen der speziellen Theorien, wie beispielsweise in Dvorkin und Bathe
1984. Diese wird bei der Finite-Elemente-Simulation in LS-Dyna® verwendet.
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Tabelle 3.2: Lage und Gewichte der Dickenintegrationspunkte

7 wgm &3

1 0.0277777777 TrrrTTT7?8  -1.0000000000 0000000000
2 0.1654953615 6080552505 -0.8997579954 1146015731
3 0.2745387125 0016173528 -0.6771862795 1073775345
4 0.3464285109 7304634512 -0.3631174638 2617815871
5 0.3715192743 7641723356  0.0000000000 0000000000
6 0.3464285109 7304634512  0.3631174638 2617815871
7 0.2745387125 0016173528  0.6771862795 1073775345
8 0.1654953615 6080552505  0.8997579954 1146015731
9 0.02777TrrTT TrTTTTrrT8  1.0000000000 0000000000

3.4.4 Assemblierung des raumlich diskretisierten
Gleichgewichts

Die Approximation der schwachen Form 3.31 erfordert die Diskretisierung aller
Einzelintegrale, also der virtuellen inneren Energie, der virtuellen Arbeit der
Tragheitskréfte, der virtuellen Arbeit der Dampfungskrafte und der virtuellen
Arbeit der aufleren Kréfte. Fiir die Darstellung werden die folgenden Schreibweisen
gewéhlt:

Schreibweise (Matrizen). Die Matrizen der Diskretisierung werden mit aufrechten
fetten lateinischen Buchstaben notiert (M), um sie von den Tensoren (T') unter-
scheiden zu kénnen.

Die im Zusammenhang mit der Diskretisierung stehenden Vektoren werden alle
mit kleinen Buchstaben beschrieben.

Schreibweise (Vektor der inneren Kréifte). Mit r () wird die zur virtuellen inneren
Energie gehorende Kraft bezeichnet, die sich nach dem Zusammenbau der einzel-
nen Elementbeitrage zur Gesamtstruktur ergibt. Da jeder Elementknoten eines
Schalenelements 6 globale Freiheitsgrade (3 Verschiebungen u, 3 Rotationen ) hat,
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wird die Kraft als explizit abhingig von diesen beiden dargestellt®. Im Folgenden
wird verkiirzend fiir den Vektor der Freiheitsgrade des Elementknotens [

ur = (un, upe, urs, 01, 012, 013)"
geschrieben. Analog werden auch die Geschwindigkeiten, die Beschleunigungen
und die Testfunktionen beschrieben.

Schreibweise (Vektor der Freiheitsgrade). Die Gesamtheit der Freiheitsgrade wird
im Vektor u € R"/ zusammengefasst, wobei n; die Anzahl der Freiheitsgrade des
diskretisierten mechanischen Systems ist. In analoger Weise werden auch die Test-
funktionen zusammengefasst ¢ € R™ . Es besteht keine Verwechselungsgefahr mit
dem Verschiebungsvektor eines Punktes u (X, ¢), da der Vektor der Freiheitsgrade
nur im Zusammenhang mit den Systemmatrizen auftritt.

Schreibweise (Raumliche Diskretisierung). Die rdumliche Diskretisierung eines
Integrals wird mit eckigen Klammern und dem unteren Index [f, df2] ) geschrie-
ben.

Der Operator U steht im Folgenden fiir die Assemblierung aller Elemente zu einem
globalen System von nichtlinearen Gleichungen sowie den Einbau der Ubergangs-
und Randbedingungen, wie beispielsweise der Lagerung. Die Assemblierung erfolgt
wie bei der Methode der finiten Elemente fiir lineare Problemstellungen. Details
finden sich beispielsweise in Bathe 2002 und Alberty et al. 2002. Die Diskretisierung
der virtuellen inneren Energie lautet:

h T
/ FS-Cradgd=dM| ~ () 24: (d’“’) r; (u)

M e=11T1=1 ¢g[ 0
2 (h)

=o¢'r(u). (3.63)
Die Linearisierung der virtuellen inneren Energie (3.35) wird mit der Tangenten-
steifigkeitsmatriz K approximiert

0 % ne 4 4
<% [ [ FS-Gradgdzdm, Au> ~U X Y ¢iKrcdug
M _h e=11=1K=1
()
= ¢'KrAu. (3.64)

Sowohl die innere Kraft r (u) als auch die Tangentensteifigkeitsmatrix K sind
von der Materialmodellierung abhangig.

5Die Assemblierung zum Gesamtsystem erfolgt im Allgemeinen nicht sortiert nach Translation
und Rotation
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Anmerkung 3.4.1 (Lineare Steifigkeitsmatrix). Im Falle des linear elastischen Ma-
terialverhaltens und kleiner Verschiebungen kann die Diskretisierung der virtuellen
inneren Energie mit der Steifigkeitsmatriz K angegeben werden:

/ / ydzdM| =~ ¢ Ku. (3.65)
()

Die Steifigkeitsmatriz ist konstant und dndert sich nicht mit der Spannung oder
Dehnung.

Zwischen dem analytischen Dampfungsterm, den wir kiinstlich mit der spezifi-
schen Dampfung ¢, erzeugt haben und der Dampfungsmatrix C soll der folgende
Zusammenhang gelten:

/

M

ne 4
@ ¢dzdM ~ >

o ot e=11=1
(h)

OrCpy = ¢’ Cu. (3.66)
1

— i

M-

iz

Der Tréagheitsterm wird mit der Massenmatrix M approximiert:

Te

4
Y- &7 Myliy = ¢ Mii. (3.67)

1 K=1

M.&

e=1171

h
3
0%u
— - ¢pdzdM
A{ ' /] 0om P
o2 (h)
Die Massenmatrix ist unabhéngig vom Deformationszustand und dndert sich daher
wéhrend einer Finite-Elemente-Rechnung nicht.
Im Vektor q wird die Gesamtheit der auf die Struktur wirkenden Lasten erfasst.
Die Lastterme lauten zusammengefasst:
h
2 ne 4 T T
//f-q,’)dzd/\/l+/r~¢df ~US ¢'q = ¢'q. (3.68)
—11=
M % Iy ") e=1171=1
Die Lasten sind abhingig von der Zeit t. Damit ist auch der Lastvektor zeitabhén-
gig.
Die Integration wurde hier beziiglich der Bezugskonfiguration durchgefiihrt. Prinzi-
piell kann dies auch in der Momentankonfiguration geschehen. Nur der Steifigkeits-

term r (u) unterscheidet die Momentan- von der Bezugskonfiguration. In Wriggers
2001 kénnen beide Formulierungen nachvollzogen werden.
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Die Gesamtheit der Matrizen der Finite-Elemente-Diskretisierung (K, K, M, C
und K) wird auch als Systemmatrizen bezeichnet.

Die schwache Form des Gleichgewichts (3.31) lautet in der diskreten Form mit
dem Tragheitsterm (3.67), dem Dampfungsterm (3.66), dem Vektor der inneren
Krifte (3.63) und dem Lastvektor (3.68):

¢" (Mii+Ca+r(u)—q)=0. (3.69)

=:g(u)

Die Gleichgewichtslage wird mit dem Gleichgewichtsvektor g (u) beschrieben.
Da (3.69) fiir beliebige Testfunktionen ¢ erfiillt sein soll, muss u eine Losung des
nichtlinearen Gleichungssystems

g(u):=Mii+Cu+r(u)—q=0 (3.70)

mit den Anfangswerten der Verschiebung u©® = @ und der Geschwindigkeit u® =
u sein. Physikalisch ist dies eine Gleichung in Kréften.

Beispiel 3.4.1 (Tangentiale Steifigkeitsmatrix und Massenmatrix).

Das Schalenelement in Abbildung 3.15a wird an den Elementknoten durch die in Rot
eingezeichneten Momente gebogen, bis plastische Dehnung entsteht. Die tangentiale
Steifigkeitsmatrix und die Massenmatrix sind in den Abbildungen 3.15b und 3.15¢
dargestellt: Mit den griinen und magentafarbenen Linien werden die Positionen der
translatorischen (griin, Verschiebung ) und rotatorischen (magenta, Rotation 6)
Freiheitsgrade angezeigt.

Die eingefarbten Quadrate zeigen die Matrizeneintriage, die verschieden von null sind.
Die Matrizen sind schwach besetzt. Aufgrund der Belastung wurde keine Steifigkeit
fiir die Rotation 63 eingebaut, erkennbar an vier horizontalen und vier vertikalen
magentafarbenen Linien ohne Unterbrechung durch eingefarbte Quadrate.
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Abbildung 3.15: Assemblierte tangentiale Steifigkeits- und Massenmatrix eines
Elements mit 24 Freiheitsgraden unter Biegebelastung (Aluminium)

Mit der Diskretisierung in finite Elemente wird der ,Randwert-Teil“ des An-

fangsrandwertproblems zu jedem Zeitpunkt beschrieben. Die zeitliche Losung des

sAnfangswert-Teils* wird im folgenden Abschnitt erlautert.

3.5 Losung des diskreten Anfangsrandwertproblems

Fir die Wahl eines Integrationsverfahrens zur Bestimmung des zeitlichen Verlaufs
der Bewegung u (t) stehen mit expliziten und impliziten Integrationsschemata
grundséatzlich zwei unterschiedliche Vorgehensweisen zur Zeitintegration des Gleich-

gewichts (3.70) zur Verfiigung.
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Explizite Verfahren werden typischerweise fiir Crash-Berechnungen mit kurzzei-
tigen Belastungen verwendet. Durch die Berechnung mit einer diagonalisierten
Massenmatrix kann das Gleichungssystem besonders gut parallelisiert gelost wer-
den, wodurch die Lésung fiir einen neuen Zeitpunkt schneller vorliegt als bei
impliziten Verfahren. Allerdings miissen die Zeitintervalle grundsatzlich wesentlich
kleiner gewahlt werden.

Implizite Verfahren benotigen fir jeden Zeitpunkt die Assemblierung der Tan-
gentensteifigkeitsmatrix aus (3.64) zur Losung eines nichtlinearen Gleichungs-
systems und sind daher aufwendiger. Der Vorteil liegt allerdings in der Wahl
der groBeren Zeitintervalle. Bei Stof3- oder Schockeinwirkungen (wie beispielswei-
se Crash-Berechnungen) ist allerdings auch hier die Wahl kleiner Zeitintervalle
unumgdanglich, um die hochfrequenten Anteile der Verschiebung abzubilden.

Fir die Berechnung der Topologischen Ableitung mit der adjungierten Methode
im néchsten Kapitel wird die Linearisierung der virtuellen inneren Energie und
die Assemblierung der Tangentensteifigkeitsmatrix benttigt. Daher wird hier nur
die implizite Zeitintegration vorgestellt.

Schreibweise (Zeitschritte). Die zeitlich diskreten Skalare, Vektoren und Matrizen
werden fiir jeden Zeitpunkt k € {0,1,...,m} mit dem rechten oberen Index (#)
gekennzeichnet.

Inkremente beliebiger Gréfien zwischen zwei Schritten werden mit dem griechischen
GroBbuchstaben A und dem hoéheren Index geschrieben: AQ®) .= Ok — Qk-=1),
Die GroBe des Zeitintervalls At wird auch als Zeitschritt bezeichnet.

Fir die Entwicklung der Losungsstrategie wird angenommen, dass die Ergeb-
nisse fiir die statischen und kinematischen Variablen u(i)7 u® und i fir al-
le Zeitpunkte ¢ von i = 0 bis einschlieflich % ermittelt worden sind. Dann
wird im Losungsprozess die nichste Gleichgewichtslage g(u#**1)) = 0, die der
Zeit t®) 4+ A1) = ¢+ entspricht, gesucht. Die neue Gleichgewichtslage unter-
scheidet sich zur vorherigen um das Verschiebungsinkrement Au(*+1),

Die Berechnung des Verschiebungsinkrements kann durch die zeitliche Approxi-
mation der Verschiebung und der Geschwindigkeit mit dem Newmark-Verfahren
und Losung des Gleichungssystems mit dem Newton-Verfahren erfolgen, die in

den beiden folgenden Abschnitten beschrieben sind.

Durch die inkrementelle Losung wird der Zeitraum von 0 bis 7" in m Zeitschritte
unterteilt. Der Prozess ist so lange zu wiederholen, bis das Ende des ganzen
Losungspfads erreicht ist. Im Verlauf der Berechnung folgt man daher allen
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Partikeln des Korpers in ihrer Bewegung von der Ausgangs- zur Endkonfiguration
des Korpers.

3.5.1 Zeitintegration mit dem Newmark-Verfahren

Beim Newmark-Verfahren (Newmark 1959) werden die Verschiebungen und Ge-
schwindigkeiten zum Zeitpunkt ¢*+1) mit

(At(k+1))2
u ) = u® o (ArED) a®) RS (1 =28)™ +28d**)  (3.71)

approximiert. Das entspricht dem Taylor-Polynom 3. Ordnung der Verschiebung,
bei dem die dritte Zeitableitung mit dem zentralen Differenzenquotienten der
Beschleunigung approximiert wird. Statt der unendlichen Reihe werden die letzten
Reihenglieder mit den Parametern 3 und - modifiziert. Diese sind freie Konstanten
mit 0 < 5 < 0.5 und 0 < v < 1. In dieser Arbeit werden in den numerischen
Beispielen die Newmark-Konstanten v = 0.5 und 8 = 0.25 verwendet, was dann
der Integration mit der Trapezregel entspricht. Mit der Geschwindigkeitsappro-
ximation (3.72) konnen aus den Rotationen die Winkelgeschwindigkeiten w =
und -beschleunigungen 6 errechnet werden. Zunéchst werden die Approximatio-
nen (3.71) und (3.72) so umgeformt, dass Beschleunigungen und Geschwindigkeiten
in Abhéngigkeit der Verschiebung ausgedriickt werden

i = o (u(kH) — u(k)) — o™ — agii® | (3.73)
1 = oy (u*D) — u®) 4 asa® 4+ agi® (3.74)
mit den Konstanten
1 1 1-2
o= 7, M=———, 3= ? , (3.75)
B (Atl+D) BALE+1) 28
_ v _ v _ Y (k+1) o
ay=— as = 177), a~7<17—>At . 3.76
B (Atlk+D) ( B ‘ 2p (876)

Die Konstanten ay, ae, ay und ag sind von der ZeitschrittgroBe A+ abhéngig.

Die Beschleunigungen (3.73) und die Geschwindigkeiten (3.74) werden in die
diskretisierte schwache Form (3.70) eingesetzt:

g (WD) = M (0 (u®+) — u®) — ayi® — ayii®)
+C (oz4 (u(kﬂ) - u(k)) +aza® + oq;ii(k))
+r(u*y — g+ =0, (3.77)
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Damit ergibt sich ein nichtlineares Gleichungssystem fiir die Verschiebungen u*+1),

da der Vektor der inneren Krafte durch das nichtlineare Materialverhalten nichtli-

near von den Verschiebungen abhéngt. Die Losung fiir den neuen Zeitpunkt ¢t(+1)

wird durch das Newton-Verfahren gewonnen.

3.5.2 Newton-Verfahren zur Bestimmung des Gleichgewichts

Analog zur Taylor-Entwicklung des kontinuierlichen Anfangsrandwertproblems
in (3.34) liefert die lineare Taylor-Entwicklung des diskreten Gleichgewichts (3.77)

0=g(uk) =g(u® + Au(k+1))

=g (u®) + aua(k)g (u®) Au*D 4 R. (3.78)

Unter Vernachldssigung des Restgliedvektors R mit den hoheren Ableitungen,

(k+1)

kann mit dem Newton-Verfahren die inkrementelle Verschiebung Au und

(k+1) E+1) hestimmt

damit die unbekannten Verschiebungen u zum Zeitpunkt ¢

werden.

Schreibweise. Mit dem linken oberen Index 0 werden die Iterationsschritte des
Newton-Verfahrens gekennzeichnet.

Startwert ist jeweils der konvergierte Wert des vorherigen Zeitpunktes (O)u(’”'l) =
u® . Die Differenziation des Gleichgewichtsvektors nach der Verschiebung ()(u D il
liefert mit der tangentialen Steifigkeitsmatrix

; or
Ky (Ou®l)) = 3.79
T( " ) Oulk+1) (D)qu(k+1) ( )
die linke Seite des Newton-Algorithmus
(alM + asC + Ko ((i)u(k+1))) EDAR*) = _g ((i)u(k+1)) (3.80)

() +1) — (y(+1)  (FDAK+D) (387

Die Matrix auf der linken Seite wird zusammengefasst als effektive Steifigkeitsma-

trix
(i) g (R+1)

K =M+ oyC + Kp ((i>u(k“>) . (3.82)

Der nicht ausbalancierte Lastvektor —g (“)u(k’“)) auf der rechten Seite entspricht
einem Lastvektor, der noch nicht mit den Element-Spannungen im Gleichgewicht

ist. Daher ist ein Zuwachs der Knotenverschiebungen nétig.
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Abbildung 3.16 veranschaulicht den Loésungsprozess in seiner Anwendung auf ein
System mit einem Freiheitsgrad. Ausgehend vom Verschiebungszustand (Qu*+1)
wird der Lastvektor —g ((O)U(k+1)) berechnet. Dieser ist nicht null, also wird
die effektive Steifigkeit (OK*+1 ermittelt — in der Abbildung als Steigung der
Tangente dargestellt. Durch die Losung von (3.80) wird das Verschiebungsinkre-
ment VAu* zur Nullstelle ermittelt und mit (3.81) der neue Verschiebungszu-
stand Mu®+D berechnet. Zu diesem Zustand wird wieder der Lastvektor und die
effektive Steifigkeit ermittelt, und mit dem Verschiebungsinkrement die Nullstelle

der Tangente.

a®)| = Oy (k+1) (1) (k+1) —g
MAFE+HD o 2¢g

(O)K(kH)

g (<o>u<k+l>)

Abbildung 3.16: Veranschaulichung des iterativen Losungsprozesses mit dem
Newton-Verfahren (modifiziert aus Wriggers 2001)

Die Konvergenz des Newton-Verfahrens kann beispielsweise mit Verwendung der
euklidischen Vektornorm des R™ fiir den Vektor des Kriftegleichgewichts gemessen
werden:

llg ((i+1)u(k+l)) Ilo = \/g ((i+1)u(k+1)) g ((i+1)u(k+1)) <e (3.83)

Unterschreitet diese Norm die Toleranz ¢, (in der Abbildung durch den grauen
Streifen um null dargestellt), ist die Verschiebung fiir den neuen Zeitpunkt be-
rechnet. Dann wird mit den Newmark-Approximationen (3.73) und (3.74) der
Beschleunigungs- und der Geschwindigkeitsvektor fiir den neuen Zeitpunkt expli-
zit berechnet. Implizit liegen die Beschleunigung und Geschwindigkeit durch die
Auswertung des Lastvektors in jedem Schritt des Newton-Verfahrens vor.
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Der im Allgemeinen nicht vorgegebene Anfangswert der Beschleunigung wird aus
dem Gleichgewicht zur Anfangszeit bestimmt

i@ =M (—Ca®@ —r(u®) +q) . (3.84)

Bei der Assemblierung der tangentialen Steifigkeitsmatrix K ((’i)u(kJrl)

die Materialbeschreibung in das Finite-Elemente-System eingebracht. Mit jedem

) wird

Verschiebungszustand wird das der Materialformulierung zugrunde liegende Verzer-
rungsmafl neu berechnet und daraus die Spannungen, die wiederum die Steifigkeit
beeinflussen.

Das in das Newmark-Verfahren verschachtelte Newton-Verfahren fithrt auf den
folgenden Algorithmus 1 der impliziten Zeitintegration zur Losung des Anfangs-
randwertproblems (3.70).

Algorithmus 1 Implizite Zeitintegration

1 Setze Anfangswerte u®) =@ und u® =u
2 Berechne Anfangswert ii'”) nach (3.84)

3 For k=0,...,m—1Do

4  Setzei=0

Setze Dulk+1) = y*)

While ||g (Pu**D) || > ¢, Do

Berechne g (@)u(k’“)) nach (3.77) und ORI

Berechne die Verschiebungsinkremente +DAu

) nach (3.82)
(k+1)

o I O ot

als Losung von (3.80)
9 Berechne neue Verschiebung (+Du+) mit (3.81)
10 Setze i =1+ 1
11 End While
12 Setze ulftl) = Oy+D)
13 Berechne neue Beschleunigung nach (3.73)
14 Berechne neue Geschwindigkeit nach (3.74)
15 End For







4 Entwicklung der nichtlinear
transienten Topologischen
Ableitung

Die Herleitung der nichtlinear transienten Topologischen Ableitung, die im Kapitel
Stand der Forschung zunédchst als Differenzialquotient motiviert wurde, beginnt
mit der Beschreibung durch eine Topologische Variation und die Formableitung.
Die adjungierte Methode wird zunéchst allgemein vorgestellt und anschlieend zur
Entwicklung der Formableitung verwendet. Dies kann anhand zweier unterschied-
licher Ansétze erfolgen. Beide Schemata werden in jeweils eigenen Abschnitten
vorgestellt. Schliellich wird noch auf drei Funktionale und deren Topologische
Ableitungen im Speziellen eingegangen.

4.1 Sensitivitat eines Punktes durch Topologische
Variation

Der Begriff Funktional wird in diesem Kapitel stellvertretend fir Ziel- und Neben-
bedingungsfunktional eines Optimierungsproblems verwendet. Die Sensitivitéten-
berechnung ist unabhéngig von der Rolle des Funktionals bei der Optimierung.

In das Gebiet {2 in Abbildung 4.1 wird am Punkt X, eine Aussparung ¢, (Xg) mit
einem Parameter r geschnitten. Der Differenzialquotient fiir das Funktional 7 heifit
Topologische Ableitung des Funktionals am Punkt Xg. Dieser Differenzialquotient
wird mit dem Funktional auf dem verbleibenden Gebiet, dem Funktional auf dem
Gebiet ohne Aussparung und dem Volumen des Ausschnitts nach

7 (2\e(X) - T (2)
CT(X0)|

TT (Xp) := lim

70 (41)

gebildet.
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Die Topologische Ableitung ist ein Indikator fiir ,Punkt des Gebiets ist wertvoll“
oder eben weniger wertvoll, um ein Optimierungsziel zu erreichen oder eine
Restriktion noch einhalten zu kénnen. Dies ist also eine Sensitivitat fir die
Entwurfsvariable ,kein Material am Punkt X

‘“m e (Xo)

dcr(Xo)

Abbildung 4.1: Aussparung im Koérper

Die allgemeine Ausschnittsfunktion, die die Menge an Punkten fasst, die ausgespart
werden, wird mit ¢,(Xg) bezeichnet. Sie kann prinzipiell eine beliebige Form
beschreiben, jedoch muss fiir den Ubergang zum Limes r — 0 das Volumen

der Aussparung cT(XO)‘ ebenfalls gegen null gehen. Dieses ,,Aussparen ist eine
nicht glatte Operation im Sinne der Forménderungen des Gebiets, da hier die
Topologieklasse gedndert wird. Daher wird diese Perturbation auch Topologische

Variation des Gebiets genannt.

Schreibweise (Abschluss eines Gebiets). Der Abschluss eines Gebiets ist die Men-
genvereinigung des Gebiets mit seinen Randpunkten. Der Abschluss der Aus-

schnittsfunktion ¢,(Xp) wird mit ¢,(Xo) := ¢,(Xp) U de,(Xop) gekennzeichnet.

Die mathematisch préazisen Definitionen von offenen Mengen, Randpunkten und
dem Abschluss kann in Forster 2017a nachgelesen werden. An dieser Stelle gentigt
die Veranschaulichung, dass bei der Ausschnittsfunktion der Rand des Ausschnitts
explizit mit weggeschnitten wird. Nur so fiihrt der Ubergang zum Limes r — 0
des Differentialquotienten auf das Fehlen des Punktes Xj.

Mit der allgemeinen Definition der Ausschnittsfunktion ¢,(Xg) sollen prinzipi-
ell beliebige Ausschnittsformen moglich sein, was bei elliptischen Ausschnitten
beispielsweise eine Orientierung im Raum erlaubt. Damit wird eine kiinstliche
Orthotropie ins System eingebracht. In dieser Arbeit werden zwei Ausschnitts-
formen betrachtet. Fiir volldimensionale ebene (d = 2) und rédumliche (d = 3)
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Modellierungen wie in Abbildung 4.2a und 4.2b werden d-dimensionale Kugelaus-
schnitte B,(X) mit Radius 7 > 0 um X, € 2 definiert durch

BT(X()) = {Y c .Q|||Y— X0||2 < 1"} s
B (Xo) ={Y € 2[[[Y = Xqll» <r} (4.2)

betrachtet. Das sind kreisrunde Locher in der Ebene und Kugelaussparungen bei
raumlichen Modellen. Bei Modellierungen von Schalen werden zylindrische Locher
(Abbildung 4.2¢) Cpp(Xg) verwendet:

Crh(XO) = {Y e | ||YM — X0||2 < T‘} s
Cra(Xo) ={Y € 2]|[¥Ym — Xol[2 <7} . (4.3)

Dabei setzen wir voraus, dass bei Schalenmodellierungen der Perturbationspunkt
auf der Schalenmittelfliche liegt Xy € M. Die Zylinderausschnitte hingen auch
von der Schalendicke h ab. Die Herleitung in diesem Kapitel gilt sowohl fiir die
Kugel- als auch fiir die Zylinderausschnitte, so dass weiterhin mit der allgemeinen
Ausschnittsfunktion ¢,(X) gearbeitet wird. Die Grundlagen der Struktursimula-
tion in Kapitel 3 bezogen sich alle auf die Bezugskonfiguration. Die Darstellung in
dieser Konfiguration soll spéter die Auswertung der Formeln erleichtern, da runde
Ausschnitte auch bei Deformation in der Bezugskonfiguration rund bleiben. Daher
wird die Bezugskonfiguration auch in den folgenden Herleitungen beibehalten.

I
r es €3 1
e B, (Xop)
Iz B,(Xo) @ r(Xo e
e e €3 T, e €3 ’I‘h( O)

(a) Ebene Modellierung: (b) Réumliche Modellierung: (c) Schalenmodellierung:
Kreisausschnitt Kugelausschnitt Zylinderausschnitt

Abbildung 4.2: Dimensionen des Ausschnitts
Die Definition der Topologischen Ableitung durch den Differenzialquotienten ist

leicht zu erfassen. In der Anwendung wére die Berechnung des Differenzialquoti-
enten sehr aufwendig, weil fiir die Sensitivitat eines Punktes das Funktional auf
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dem topologisch variierten Gebiet mit verschiedenen Radien ausgewertet werden
miusste. Eine umfangreiche Abtastung des Gebiets mit dem Differenzialquotienten
ist fir praktische Aufgabenstellungen nicht durchfithrbar. Wir betrachten daher
cinen alternativen Zugang zur Definition der Topologischen Ableitung mit der
sogenannten topologisch asymptotischen Entwicklung!

T (2\ e(Xo)) =T () + f (1) TT (Xo) + R(f (1)) (4.4)

mit der positiven Korrekturfunktion f (r). Im Restglied R stehen die hoheren
Potenzen der Korrekturfunktion und weitere Entwicklungsterme héherer Ordnung.
Fir die Korrekturfunktion f gelte: f(r) — 0 fiir  — 0 und fiir das Restglied

gelte lim, o R}f(i')'» = (. Die Bezeichnung ,topologische asymptotische Entwick-

lung* stammt aus Novotny und Sokotowski 2013. Anschaulich ist dies eine Art
,Linearisierung® des Funktionals J im Punkt X, im topologischen Sinn.

Wird nun als positive Korrekturfunktion das Ausschnittvolumen f (r) = cT(XO)‘
gewihlt, dann erhalten wir nach der Umformung von (4.4) und dem Ubergang
zum Limes r» — 0 wieder die allgemeine Definition fiir die Topologische Ableitung
mit dem Differenzialquotienten (4.1).

4.1.1 Zusammenhang zwischen Topologischer Ableitung und
Formableitung

Mit der topologisch asymptotischen Entwicklung (4.4) fiir das Funktional auf dem
topologisch variierten Gebiet J (Q \ CT(X0)> wird nun die Verbindung zwischen
Topologischer Ableitung und Formableitung hergestellt. Dieses Vorgehen kann
auch in Novotny und Sokotowski 2013 nachvollzogen werden. Wir differenzieren
die topologisch asymptotische Entwicklung beziiglich des Gebietsparameters r
(hier gekennzeichnet mit dem Hochstrich ):

L7 0\ X)) = £/ (1) TT (Xo) + R (£ (1) £ () -

dr

'Die asymptotische Entwicklung ist die Darstellung einer Funktion z. B. als Potenzreihe, die
das Verhalten der Funktion im Grenzverhalten widerspiegelt (vgl. Behnke und Sommer
1965). Die asymptotische Entwicklung wird beispielsweise verwendet, um Funktionen, die eine
Singularitidt haben, stetig differenzierbar fortzusetzen. In II'in 1992 wird die asymptotische
Entwicklung fiir Aussparungen in zwei- und dreidimensionalen Strukturen bei elliptischen
Randwertproblemen gezeigt. Dort geht es konkret um die asymptotische Entwicklung der
Losung u auf den Aussparungspunkt.
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Es sei vorausgesetzt, dass fiir den Ubergang zum Limes die Ableitung des Rest-
glieds gegen null geht: lim, o R’ (f (r)) = 0. Mit Division durch f’(r), Ersetzen
CT(X())‘ und dem
Ubergang zum Limes ergibt sich eine weitere Berechnungsméglichkeit fiir die

der Korrekturfunktion durch das Ausschnittsvolumen f (r) =

Topologische Ableitung:

cT(Xo)))> g (2)\ e(X)) , (4.5)

77 (%) = tim [
(Xo) = rlﬁll dr dr
Anmerkung 4.1.1 (Alternative Schreibweise mit der Formableitung). In der Litera-
tur findet sich — nach Anwendung des Satzes tber die Umkehrfunktion auf (4.5)
folgende Schreibweise fir die Topologische Ableitung:

4T (2\e(Xp) 4T (2\ (X))
TR v e

Die Ableitung des Funktionals auf dem Gebiet mit der Aussparung beziiglich des
Dimensionierungsparameters der Aussparung ist keine Anderung der Topologie-
klasse und daher eine Formableitung.

4.1.2 Formableitung und materielle Ableitung

Die Ableitung des Ausschnittsvolumens in (4.5) ist mit einer einfachen Rechnung
zu ermitteln und wird am Ende dieses Abschnitts angegeben. Wie bei der Topolo-
gischen Ableitung selbst ist auch die Berechnung der Formableitung mit einem
Differenzialquotienten effektiv nicht moglich. Eine anwendbare Darstellung kann
mit der sogenannten materiellen Ableitung erreicht werden.

Dazu betrachten wir eine reine Formvariation des Gebiets (2. Diese Variation wird
durch die parametrisierte Abbildung 7} (X) beschrieben, mit X € £2 und ¢ € [0,6)
mit einem § > 0. Fir jedes t ist die Formvariation invertierbar

T,: 02—, und T7': 0, — 0.

Das in der Form variierte Gebiet (2 wird vom Rand [ := 02 begrenzt. Das
ist schematisch in Abbildung 4.3 dargestellt. Die Bezeichnung des Parameters
mit ¢ suggeriert bereits den Zusammenhang mit einer zeitlichen Betrachtung.
Die zeitliche Komponente ist bei der Herleitung der Formableitung nicht mit der
Zeit des mechanischen Systems gleichzusetzen und wird nur speziell in diesem
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Abschnitt verwendet. Tatsdachlich wird an dieser Stelle eine Pseudo-Zeit von der
Dimension ,Lange* verwendet .

Die einzelnen Formvariationen kénnen als Momentankonfigurationen interpretiert

werden:
O ={xeRx=T,(X),X € 2undte[0,0)}

mit x|i—p = T} (X) |i=o = X und 2];—o = 2. Die Bezugskonfiguration ist dann
das Gebiet ohne Variation des Randes.

N

Abbildung 4.3: Formvariation des Korpers und des Ausschnitts (modifiziert aus Novotny
und Sokolowski 2013)

Die Ableitung der Abbildung T; (X) nach dem Parameter ¢ kann als das ,,Ge-
schwindigkeitsfeld“ der Forménderung interpretiert werden

, 0
X = §T‘ (X) =v¢(X,1) . (4.6)

Das Funktional J sei durch ein Integral auf dem ganzen Gebiet mit einer inneren
Funktion z : {2 — R definiert:

J(Q)z/zd().

n

Die Formableitung des Funktionals in der Momentankonfiguration J (§2) in
Richtung des Geschwindigkeitsfelds der Formanderung v; ist

aT () 0 )
4T (2:vy) ;=jag‘)=at(7/zdm) =/§zd0+/zvt.ntdr, (4.7)
't 2 oIy

mit dem duBeren Normaleneinheitsvektor n; auf dem Rand I5. Dies ist ein Resultat
aus der Anwendung der schwachen Ableitung und des Satzes von Stokes in
Sokotowski und Zolesio 1992. Wenn beim Funktional (7 sowohl das Gebiet explizit
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als auch der Integrand implizit durch die Formadnderung beeinflusst wird, lasst
sich die Aufteilung der Integrale als Anwendung der Kettenregel interpretieren.

Um die spezielle Formableitung -7 (Q \ CT(X())) bei Variation des Dimensionie-
rungsparameters zu berechnen, betrachten wir die spezielle Formvariation

T7 (X) = 2\ er(Xo) = 2\ erp (Xo)

also eine Vergroflerung des Dimensionierungsparameters und damit auch der
Aussparung wie in Abbildung 4.4a. Fiir die in dieser Arbeit betrachteten Spezialfalle
der Kugel- und Zylinderausschnitte zeigt der &ulere Normalenvektor n; vom Rand
in Richtung des zentralen Punktes des Ausschnitts Xg. Das Geschwindigkeitsfeld
der Forménderung nach (4.6) auf dem Aussparungsrand stellen wir mithilfe des
Differenzialquotienten der Formvariation dar:

9 T (X) - 17 (X)

x=v;(X,t) = =T/ (X) = lim ~**

4.8
ot €l0 € (48)

Fir diesen Differentialquotienten wird wiederum eine weitere Variation des Ge-
biets Ty, (X) bendtigt. Diese ist in Abbildung 4.4b durch die Ausschnittsfunkti-
on ¢,y41e dargestellt. Die Positionen eines Punktes X auf dem Aussparungsrand
in den Momentankonfigurationen sind

x =T (X)=Xo— (r+t)n,
und
Xite :T;;_E(X) :X()— (’I'+t+€)l’lt.

Diese eingesetzt in den Differenzialquotienten der Formvariation (4.8) ergibt
schliellich

Xo—(r+t+e)n — (Xog— (r+1t)n)

x = lim
el0 €
. Iye
= —lim —
0 €
Vi (X, t) = —1;. (49)

Demnach zeigt das Geschwindigkeitsfeld der Formvariation immer vom Ausspa-
rungsrand normal in das Innere des Gebiets und damit genau entgegengesetzt zum
dufleren Normalenvektor.
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%

(a) Formvariation des Ausschnitts (b) Geschwindigkeitsfeld der Formvariation

Abbildung 4.4: Formvariation des Ausschnitts und Geschwindigkeitsfeld bei der
Formvariation

Schreibweise (Gebiet mit Aussparung). Das Gebiet mit der Aussparung wird zur
iibersichtlichen Schreibweise der Ableitungen und Integrale mit 2, := 2\ ¢,(Xo)
abgekiirzt.

Wird nun das Geschwindigkeitsfeld der Formvariation aus (4.9) in die Formab-
leitung (4.7) eingesetzt, erhalten wir die materielle Ableitung beziiglich einer
Anderung des Dimensionierungsparameters

dJ (2\ (X
W:% (,7/TZd0) :{Z;Tzdﬁ—zzdf. (4.10)

Die materielle Ableitung und die Ubertragung in dieser Arbeit auf Schalen ist
nicht zu verwechseln mit der Formableitung von Schalen, wie sie beispielsweise
in Hassani et al. 2013 verwendet wird. Die Definition der Formableitung in (4.7)
ist universell. Fir die materielle Ableitung in diesem Abschnitt wurde durch
den zylindrischen Ausschnitt allerdings nur die Formvariation des Randes der
Mittelflache tangential zu eben dieser Mittelfléche betrachtet, ohne eine normale
Komponente dazu.

Es sind prinzipiell Formableitungen von Funktionalen moglich, die durch ein
Integral auf dem Rand des Gebiets definiert sind. Die Herleitung der Formableitung
fiir diesen Fall ist in Sokotowski und Zolesio 1992 zu finden.
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Zur Vervollstandigung der Topologischen Ableitung in (4.5) werden noch die
Ableitungen der Volumina der Ausschnittsfunktionen (4.2) und (4.3) benéotigt. Die
Ableitung des Kugelvolumens ist mit

d
e )BT(XD)} =2(d—1)r" 7 mit d=2,3 (4.11)

gerade die Kugeloberflache und fiir das Zylindervolumen ist die Ableitung nach
dem Radius

d o
T C,,h(xo)‘ =2nrh (4.12)

entsprechend die Zylindermantelfldche.

Mit der materiellen Ableitung (4.10) und den Ableitungen der Ausschnittsfunk-
tionen (4.11) und (4.12) kann die Topologische Ableitung nach (4.5) berechnet
werden. Die Ergebnisse dieses Abschnitts lauten zusammengefasst:

Resultat 4.1.1 (Topologische Ableitung und Formableitung).
Die Topologischen Ableitung eines Funktionals J = [, z d{2 beztiglich einer
Aussparung ¢,(Xg) im Punkt X ist definiert durch den Differenzialquotienten

7 (2\aX) -7 (@)

TT(Xo) := lim )|

und kann mit Hilfe der materiellen Ableitung berechnet werden:

T (Xo) = lim (W) (/;rzdﬂ—/zdf) .

Im néchsten Abschnitt wird die sogenannte adjungierte Methode vorgestellt, mit
der die Berechnung der materiellen Ableitung und damit schlielich die Berechnung
der Topologischen Ableitung moglich wird.

Dass immer noch der Limes in der Formelbeschreibung der Topologischen Ableitung
verbleibt und im Faktor der Ableitung der Ausschnittsfunktion der Dimensionie-
rungsparameter im Nenner steht, wirkt hier zwar noch storend. In den bekannten
Herleitungen der linearen Topologischen Ableitung entsteht bei der Auswertung
insbesondere des Randintegrals allerdings auch immer ein im Dimensionierungspa-
rameter r linearer Faktor, so dass letztendlich keine Abhéangigkeit mehr gegeben ist
und dort der Ubergang zum Limes entfillt. Die Berechnung des Volumenintegrals
wird mit der adjungierten Methode ganzlich umgangen.
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4.2 Allgemeine Sensitivitatenbestimmung mit der
adjungierten Methode

Am Beispiel der materiellen Ableitung kann die Problemstellung und das Prin-
zip der adjungierten Methode veranschaulicht werden. Die materielle Ableitung
besteht aus zwei Integralen: Ein Integral auf dem Gebiet mit Ausschnitt — im Fol-
genden implizite Ableitung genannt — und ein Integral auf dem Aussparungsrand
— im Folgenden als explizite Ableitung bezeichnet. Das Randintegral kann unter
gewissen Umstanden ausgewertet werden. Im Rahmen dieser Arbeit werden die
Auswertungsmoglichkeiten in Kapitel 5 diskutiert. Die Differenziation der inneren
Funktion nach dem Dimensionierungsparameter des Ausschnitts und damit die
Berechnung der impliziten Ableitung ist im Allgemeinen nicht moglich. Mit der
adjungierten Methode wird die Auswertung der impliziten Ableitung geschickt
umgangen.

Die Idee ist, das Funktional mit den Gleichgewichtsbedingungen zu erweitern.
Konkret wird die Gleichgewichtsbedingung als Gleichheitsrestriktion mit einem
Multiplikator versehen und zum Funktional addiert. Dann wird dieses erweiterte
Funktional differenziert. Die dabei entstehenden explizit vom Dimensionierungs-
parameter abhéngigen Terme, die Randintegrale, miissen ausgewertet werden. Fiir
die implizit beispielsweise iiber die Kettenregel vom Dimensionierungsparameter
abhéngigen Terme wird der Multiplikator so gewéhlt, dass die implizite Ableitung
verschwindet. Dieser Multiplikator wird dann als Adjungierte oder adjungierte
Lésung bezeichnet. Ein allgemeiner funktionalanalytischer Zugang zur adjungierten
Methode findet sich in Hinze et al. 20009.

Die adjungierte Methode ist eine etablierte Methode zur Sensitivitdtengewinnung
in der Optimalsteuerung generell und in der Topologieoptimierung im Speziellen.
Fir die Sensitivitdtenbestimmung bei Optimierungsproblemen mit einer grofien
Anzahl an Designvariablen ist sie der direkten Methode, bei der die impliziten
Ableitungen tatséchlich berechnet werden, iiberlegen. Im Falle der Topologischen
Ableitung ist sie unumgénglich, da die implizite Ableitung im Allgemeinen nicht
bestimmt werden kann.

Die Konstruktion der Adjungierten ldsst eine weitere Interpretation zu, ndmlich die
des sogenannten Lagrange-Multiplikators: Das kontinuumsmechanische Anfangs-
randwertproblem stellt fiir die Optimierung eine Gleichungsrestriktion dar. Ein
solches restringiertes Optimierungsproblem kann mithilfe der Lagrange-Funktion
so umformuliert werden, dass es durch ein Funktional beschreibbar ist. Dafiir
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werden alle Restriktionen (Ungleichungsrestriktionen werden mit Schlupfvariablen
versehen) mit jeweils eigenen Lagrange-Multiplikatoren zum Funktional addiert.
Die Multiplikatoren beschreiben dann den Einfluss der jeweiligen Restriktionen
auf das Optimierungsproblem. Details zur Interpretation sind unter anderem
in Schumacher 2020, Harzheim 2014 und Ulbrich und Ulbrich 2012 zu finden.

4.3 Erst differenzieren — dann diskretisieren

In diesem und dem néchsten Abschnitt wird konkret die Topologische Ableitung
mit der adjungierten Methode entwickelt. Zunéchst wird auf Basis der analyti-
schen Form der materiellen Ableitung ein Gleichungssystem zur Bestimmung der
Adjungierten vorbereitet und fiir dieses System anschlieflend ein Losungskonzept
mit der impliziten Zeitintegration entwickelt.

4.3.1 Analytisch kontinuierliche Herleitung

Fiir die Entwicklung der Topologischen Ableitung betrachten wir an dieser Stelle
ein moglichst allgemeines Funktional, welches ein Zeitintegral beinhaltet und von
der Verschiebung, Geschwindigkeit und Beschleunigung des mechanischen Systems
abhéngig ist:

—

/z(u,m i) dQdt. (4.13)
2

o

In Abschnitt 4.5 wird anhand des Verschiebungsfunktionals auch der Fall des
Zeitintegrals ohne Gebietsintegral gezeigt. Ebenso ist ein Gebietsintegral ohne
Zeitintegral moglich oder weder ein Zeitintegral noch ein Gebietsintegral.

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen und Anwendung der Kettenregel wird
die Differenziation nach einem Parameter r, der sowohl die Steuerungsvariable (2
als auch die Zustandsvariable u und deren Ableitungen @1 und i beeinflusst,
aufgeteilt:

og (0T g\ _0J  9J0u oJoa 9J i

o (7)E (W),*E*ai@*a?@*%ﬁ

Schreibweise. Der untere Index ( )E bezeichnet dabei die expliziten Ableitungen

und ( ) s die impliziten.
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Fir den Fall der materiellen Ableitung entspricht die explizite Ableitung dem
Randintegral und die implizite Ableitung dem Integral der Ableitung der inneren
Funktion auf dem gesamten Gebiet.

Um die adjungierte Methode anwenden zu konnen, wird das erweiterte Funktio-
nal J definiert. Im Gegensatz zu den klassischen linearen Anwendungsgebieten
der Topologischen Ableitung muss bei der transient nichtlinearen Berechnung
noch eine zeitliche Komponente beriicksichtigt werden. Insbesondere die implizite
Ableitung des Tragheits- und Dampfungsterms erfordert daher einen Kunstgriff,
wie er beispielsweise auch in der linear transienten Sensitivitdtenbestimmung von
Dahl et al. 2008 eingesetzt wird. Mit partieller Integration im Zeitbereich wird aus
der Ableitung des Massentréigheitsterms eine adjungierte Tragheit entwickelt und
das Anfangsrandwertproblem in ein Endwertproblem umgewandelt.

Fir die partielle Integration im Zeitbereich muss das Funktional mit dem Gleichge-
wicht integriert tiber die Zeit erweitert werden. Da das mechanische Gleichgewichts-
funktional G in (3.31) auf Seite 42 zu jedem Zeitpunkt ¢ € [0, T erfiillt ist, gilt
es insbesondere fiir das Integral iiber die Zeit. Der Endzeitpunkt 7 ist dabei rein
technischer Natur, da das betrachtete mechanische System nur einen Ausschnitt
der Wirklichkeit abbildet. Weder der Anfangs- noch der Endzeitpunkt sind absolut
zu sehen. Im Zusammenhang mit der Definition des Gleichgewichtsfunktionals
wurde bereits auf die explizite Abhéngigkeit eines Funktionals vom Gebiet (2,
von den Zustandsvariablen der Geschwindigkeit u, der Geschwindigkeit i und
der Beschleunigung ii und dadurch auch auf die implizite Abhangigkeit durch die
Steuerungsvariable {2 hingewiesen.

Wir benétigen fiir die materielle Ableitung die Sensitivitat beziiglich der Variation
des Dimensionierungsparameters. Deshalb betrachten wir sowohl das Funktional als
auch das Gleichgewichtsfunktional auf einem mit einer infinitesimalen Aussparung
topologisch variierten Gebiet (2. Anstelle der beliebigen Testfunktion ¢ wird das
Gleichgewicht auf eine spezielle Funktion — die Adjungierte — A angewendet. Das
mit dem integralen mechanischen Gleichgewicht erweiterte Funktional lautet

J =7 (u(2),0(2), 6(%2,), 2;)
T
v /<G(u(()r)71’1(9,)7ii((),)7 2, ,\> dt. (4.14)
0
Hier wurde skalar null in Form des Gleichgewichtsfunktionals addiert. Die Sen-

sitivitdt von J wird dadurch nicht verandert. Die Adjungierte A kann auch als
Lagrange-Multiplikator interpretiert werden. So wie die allgemeine Testfunktion
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muss auch die Adjungierte auf dem Dirichletrand I'p des Gebiets verschwin-
den: A € {A|A=0auf I'p(t)}.

Die Ableitung des erweiterten Funktionals wird ebenfalls in implizite und explizite
Ableitungsteile aufgeteilt:

b ). 002,52, 2,

8J ou\ J0J ou\  JoJ i\ 0
<%’E>+<%’E>+<E’E>+
(%)

9J Ou ag ou agJ 0o
(2 S+ (5 o)+ (5 5) (415)

+<ai/T<G(“<9r>7ﬁ(ﬁr)ii(ﬁ,.x9,,‘) ), g—‘:> (4.16)
0
)
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T

+ 97 +2/<G(u(!2r).,ﬁ(ﬂr).,ij(QT),Qr) : )\> at. (417
r  Or 2

Die geschwindigkeits- und beschleunigungsabhingigen Terme des Gleichgewichts-

funktionals werden im Folgenden durch partielle Integration im Zeitbereich auf

die Verschiebung zuriickgefithrt. Daher wird hier schon auf das Ausschreiben der

Ableitung des Gleichgewichtsfunktionals beziiglich der Geschwindigkeit und der

Beschleunigung verzichtet.

Dann wird die Forderung aufgestellt, dass die Testfunktion A die impliziten Ter-
me (4.15) und (4.16) gleich null werden lasst fiir jede beliebige Funktion % = ¢

e (3 ) (5.4)+ (5.9
+ <8(1/1<G(u(!)r),ﬁ(!zr),ﬁ(!lr), 2) )\> dt, ¢> =0. (418)
0

Der Ausdruck (4.18) wird adjungierte Zustandsgleichung genannt. Dann verbleibt
fiir die Ableitung des erweiterten Funktionals nur die Auswertung der expliziten
Ableitungsterme (4.17), in denen aber die Adjungierte bekannt sein muss.

Schreibweise (Adjungierte). Die Losung der adjungierten Zustandsgleichung A heifit
adjungierte Losung oder einfach nur Adjungierte. Die Dimension der Adjungierten
ist von der Dimension des Funktionals J abhéngig

dim (X) = dim (7)T-M~'L*. (4.19)
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Funktionale, Vektoren und skalare Gréflen, die im Zusammenhang mit der Adjun-
gierten definiert werden und eine prinzipielle Entsprechung in der nichtlinearen
Strukturmechanik haben, werden mit hochgestelltem Stern * gekennzeichnet, wie
das adjungierte Gleichgewichtsfunktional G*.

Das adjungierte Gleichgewichtsfunktional G* hangt explizit vom Funktional J
und der Zustandslosung u und deren zeitlichen Ableitungen ab. Zur Berechnung
der Adjungierten sind demnach zwei Losungen eines Differentialgleichungssystems
notwendig: Zunéchst wird die Lésung u des strukturmechanischen Anfangsrand-
wertproblems (3.31) ben6tigt, um das Funktional 7 und dessen Ableitungen nach
der Zustandslésung %7 , %‘Z , % zu berechnen. Mit den Ableitungen wird dann
die adjungierte Losung A der adjungierten Zustandsgleichung (4.18) berechnet.
Erst dann kann der verbleibende explizite Ableitungsteil (4.17) des erweiterten
Funktionals berechnet werden. Mit dieser Technik wird also die Berechnung der

Ableitung g—': geschickt umgangen.

Wir betrachten nun im Speziellen die materielle Ableitung des erweiterten Funktio-
nals J aus (4.14). Der Neumannrand Iy mit den aufgebrachten Spannungen ist
vom Dimensionierungsparameter r der Aussparung unabhéngig. Die Spannungs-
belastung tritt daher in der expliziten Ableitung nicht mehr auf. Die materielle
Ableitung wird in die explizite und implizite Ableitung aufgespalten:

9*u

.
) f//FS~V)\+cdaa—;l~)\+g—~>\ff(t)-Adth (4.20)
E 9o

0J <aj
B o2

o \or

explizite Ableitung
o T
+< ) <%()/Q/Fs.v>\+c(iu->\

+oli- A —£(1) - AdQadt, g—“> . (421)
T

implizite Ableitung

Die impliziten Terme werden nun einzeln bestimmt. Die Ableitung der von der
Adjungierten geleisteten inneren Energie wurde bei der Linearisierung des Gleichge-
wichtsfunktionals in (3. 30) auf Seite 45 bereits berechnet. Ersetzen der Ableitung
durch die T(‘stfunktlon = ¢ bringt in der kontinuierlichen Form zunéchst keine
weitere Vereinfachung

< /Fs VAdQ, 0“> - <3/Fs-v>\dxz., ¢>> , (4.22)
" or 8u0‘
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Der Dampfungsterm und der Massentriagheitsterm werden zunéchst partiell in
der Zeit integriert und anschliefflend differenziert. Die Dichte ist auf dem Gebiet
konstant und die Reihenfolge von zeitlicher und raumlicher Integration ist nach
dem Satz von Fubini vertauschbar. Die partielle Integration des Dampfungsterms
lautet:

/T“/cdu.,\dﬁdt:/cdu(T)-A(T)—ﬁ.A(o) an

0 2 2
T
~ [ [ea-Adoar. (4.23)
00
Ebenso wird der Massentrégheitsterm zweimal partiell in der Zeit integriert:

]/gij-)\dﬁdt:/gﬁ(T)-)\(T)fgﬁ)\(O)dQ
0 2,

02
- /gu(T)-x(T) —oa-A(0) dR
02,

+/T/gu~')'\d(2dt‘ (4.24)
0 2,

Mit der Voraussetzung, dass die Anfangswerte unabhangig von der Gebietsform
und von der Verschiebung sind (Voraussetzung 3.2.2 auf Seite 40), entfallen sowohl
fiir den Dampfungsterm (4.23) als auch fiir den Massentrigheitsterm (4.24) bei
der Ableitung nach der Verschiebung u die Anfangswerte:

<a(911/r/cdﬁ')‘d9dtv ¢>:/6d¢(T)~>\(T) d!?—/T/'cw-)\det (4.25)

0 0. 02 0 £,

und
<§J/T/gﬁ-xdndt7 ®) = [ 2d(1)-AT) - 06(1)- M) d0
0 2. 2

+/T/g¢->;d(2dt. (4.26)
0 2.

Durch die Verschiebungsunabhingigkeit der dufleren Lasten nach Vorausset-
zung 3.2.1 auf Seite 40 ist die Ableitung gleich null:

_ <0% (£()-N) %‘;> 0. (4.27)
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Anmerkung 4.3.1 (Kontakt). Bei der Behandlung von Kontaktphinomenen sind
die Kontaktflichen in der Sensitivitdtenberechnung generell zu beriicksichtigen.
In Giusti etal. 2015 und Lopes etal. 2017 wurde der Kontakt bei der Berechnung
der Topologischen Ableitung im linear elastischen untersucht. Bei Lawry und Maute
2018 wird in der Formoptimierung der Kontakt auch fiir nichtlineare Elastizitit
berticksichtigt. In der Arbeit von Fernandez et al. 2020 wird sogar die Sensitivitdt
der Kontaktkraft ermittelt. Die Kontaktformulierung wird in jedem Fall mit einem
eigenen Lagrange-Multiplikator zum erweiterten Funktional addiert.

Analog zur impliziten Ableitung des Gleichgewichts werden die einzelnen Terme
der impliziten Ableitung des Funktionals mit partieller Integration (p.I.) im
Zeitbereich umgeformt:

()=o) + G )+ G )

O/Tg/d idgdtm/g{gz'dgdt //d 7d0dt
O/Tﬂ/r gi'g:ﬂld()dt—b—o/ré gl‘;.%%dgdt O/TQ/ gé'gf;%udﬂdt
[ e [ ] o [ e
,/{ o gtgﬂ;od” /T'/;gz'%%dﬂdt
0z

T T A - -
d!)dt+/ {dz ‘;ﬂ a0 — //gtgi-g—;ldndt
t=0

2 00" g f[20 )’
g

L

ds?
t=0

aii ot or,_, ool or

oo or

g
gl

)
/ = Manar
2
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f/T‘/%.det—//@az ¢>d()dt+// 0 0 pd0dt
*0 J ou J ) otou o2 O ’
0z 0z . aaz
+!'Z/T.lt 7 o) %t:T‘¢(T)7&aiuz T @ (T) 2
0z 0z . 0 0z
_/Fﬁt:o' _ %H@,(OH a%tzow(o) dn.  (4.28)

Auch hier entfallen die Anfangswerte in der letzten Zeile mit der Voraussetzung,
dass die Anfangswerte unabhéngig von der Gebietsform sind:

Ju
ar

; 0 Ou 0 Ou
=0 d = - 27
un ¢ (0) oo

¢ (0) = - 2o

t=0

Der infinitesimale Ausschnitt lim, | ¢, (Xo) ist eine Nullmenge beziiglich des Inte-
grationsmaBes df? (sieche Anhang B.4). Daraus folgt, dass jedes Integral auf dem
infinitesimalen Ausschnitt gleich null ist: lim, g [, (x,) f 42 = 0. Da dic Integration
additiv ist (fp = [o, + Jo,(x,))s konnen die impliziten Ableitungen als Integral {iber
dem ganzen Korper ohne Ausschnitt definiert werden.

Wir fassen nun die impliziten Ableitungen (4.22), (4.25), (4.26), (4.27) und (4.28)
zusammen:

07\ _ [0z 902 92 92
<0T)I:0/_([u.¢dng ot ou +/0t2%'¢d9dt (PL)
=P
2 2

0z . ,

([ D+ 55, ¢ a0 (EW1)

+/ =09 (T) - A(T) + cagp (T) - A(T) df2 (EW2)

d 0z )

+/dutT )~ iaal,_, ¢D 4 (EW3)

Die implizite Ableitung soll fiir beliebige ‘3—‘; = ¢ verschwinden, was die adjungierte
Zustandsgleichung in einer zeitlich integralen schwachen Form beschreibt. Die
erste Zeile (PL) soll mit der zweiten Zeile (GG) im Gleichgewicht stehen. Mit
den Termen der letzten Zeilen (EW1) bis (EW3) werden die Endwerte fiir die
adjungierte Losung A definiert.
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Die Gesamtheit der impliziten Ableitungen des Funktionals

T B
- 0z 0 0z 0% 0z
P O/Z(?u gion T orgn P40

wird als Pseudolast bezeichnet. Da in diesem Term keine Abhéngigkeit von der
adjungierten Losung A steckt, kann er wie ein Lastvektor behandelt werden.

Resultat 4.3.1 (Adjungiertes Gleichgewicht).

Die Adjungierte A ist die Losung der integralen schwachen adjungierten Zu-
standsgleichung

(e, A@). 5, 0), 6) -

/T<88H/FS~V)\dQ, ¢>—/cd¢-}\d0+/g¢~3\d9dt
0 2 i) i

0z 0 0z 0% 0z
+/(Z%.¢,at%.¢+w%-qﬁd()dt (4.29)

mit der Randbedingung A = 0 auf I'p und den Endwerten

[(xm)+ 5

) SP(T)dR =0, (4.30)

5
?
: 0z 0 0z
— T T o = = - (1) df?2 = 4.31
[(FDreams gl -G )ema=o wa

auf dem ganzen Korper und fiir alle Testfunktionen ¢.

Anmerkung 4.3.2 (Adjungiertes Anfangsrandwertproblem). Das Endwertproblem

kann durch Substitution X(s) = N(T — s) wieder in ein Anfangsrandwertproblem
tberfihrt werden:

<G*(5\((2), Q) X(2),0). ¢>

T < o~
(2 A - OA i)
AV : 0Q PRy YA hdNds
0/<8uz SLZT?S vad ,¢>+Z(dat ¢+g8t2 ¢ dRds
T
- [0z 00z 0% 0z
>~ aae T aE G L pd2ds =0,
-‘ro/g (Bu Btaﬁ+8t28ﬁ> - ¢$df2ds =0,
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mit den Anfangswerten

~ 0z .

X0+ 2 ) g de =0,
([(g 0+ 5 )-em
0z 0 0z

/ (—QA (0) + caA (0) — oal,_,  otou
)

)-qb(T)dQ:O.

t=T

Durch die Substitution werden die Grenzen vertauscht und das Integrationsmaf dt
durch —ds ersetzt, durch Umkehr der Integration verschwindet das ,,— “ wieder.
Die Substitution muss auch beim Zeitintegral des Funktionals durchgefihrt werden.

Dies wird in der Formel mit . symbolisiert.

T—s

Fiir die Vergleichbarkeit mit dem Lésungsschema erst diskretisieren — dann
differenzieren® wird bei der zeitlichen Diskretisierung im folgenden Abschnitt das
Endwertproblem betrachtet.

Mit der Losung A des Endwertproblems (4.29) kann nun die Topologische Ableitung
vervollstandigt werden. In (4.20) wurden die impliziten Ableitungen eliminiert. Es
verbleiben die expliziten Ableitungen.

Resultat 4.3.2 (Topologische Ableitung).
Die explizite materielle Ableitung des erweiterten Funktionals 7 nach dem
Dimensionierungsparameter r der Aussparung ¢, (Xg) ist

8J (0T ’ ou
8r_<8r>E_b//<FS'V)‘_Cd6t'A

S @ A—f(@)- | dl'de. (4.32)
e -
Damit ist die Topologische Ableitung am Punkt X, gegeben

. d CT(XO)| - oJ
— N

8711 A+ 62711
ot o

—./T./FS-V)\—cd

A—f(t)- )\dth) . (4.33)
0 I,

Die explizite materielle Ableitung des Funktionals wird in Abschnitt 4.5 anhand
von drei Funktionalen gezeigt.
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Schreibweise (Indizierung in Abhéngigkeit der Verschiebungslosung und der Ad-
jungierten). Der Deformationsgradient F' und der 2. Piola-Kirchhoffsche Span-
nungstensor sind in der allgemeinen Topologischen Ableitung (4.33) von der
Verschiebungslosung u abhéngig. Dafiir erhalten sie iiberall, wo Verwechselungs-
gefahr besteht, den linken Index u (hier fiir “F und “S), um die Schreibweise
kompakt zu halten. Ebenso wird auch fir andere Grofien in den folgenden Kapi-
teln der Index “ verwendet, wenn diese speziell von der Verschiebungslosung des
mechanischen Anfangsrandwertproblems abhéngen.

Bei einer Abhéngigkeit von der Adjungierten wird als linker oberer Index das
Symbol der Adjungierten geschrieben *.

Die einzelnen Summanden der Topologischen Ableitung werden spéter detailliert
diskutiert und wieder aufgegriffen. Daher werden die folgenden Bezeichnungen

vergeben:
d Cr(XO)‘ 8.7
: izi itungs 4.34
( ar ( or >E expliziter Ableitungsterm, ( )
-1 7 ) .

djer(X o Ableitung d ht

_ (Xo ‘ //uFuS Uxdrde . Ableitung der gemisch (435)
dr 0 adjungierten Energie,

T .
( Ableit d

//cd(g—?-)\dl’dt : eitung des (4.36)

0r

Déampfungsterms,

dle. (X T o2 Ableitung d
(el 0)‘ //Qail; Adrde e aes (4.37)
dr o0 ot Trigheitsterms,
-1 7 .
dle (X . Ableit d
e %] [ [t -xara TS (4.38)
dr i Volumenkrifte.

Physikalisch stellen die Terme (4.34) bis (4.38) keine Energien dar, die Bezeichnun-
gen sollen nur die Herkunft veranschaulichen. Die Dimension hdngt vom Funktional
ab, mit dem die adjungierte Losung A entwickelt wurde. Wie die Topologische
Ableitung haben auch sie die Dimension dim (7) - L™%

Fir die Auswertung der Sensitivitaten ist sowohl die Zustandslésung u als auch die
Adjungierte XA notwendig. Obwohl die Sensitivitit schon stark vereinfacht wurde,
ist sie im Allgemeinen trotzdem nicht analytisch 16sbar. Zum einen sind der Defor-
mationsgradient “F und der Spannungtensor “S auf dem Aussparungsrand I,
nicht ohne weiteres abzuschéitzen, zum anderen liegt keine Information iiber die
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Adjungierte selbst und deren Gradient VA auf dem Aussparungsrand vor. Auf
eine numerische Losung der Randintegrale wird in Kapitel 5 eingegangen.

Anmerkung 4.3.3 (Adjungierte Formulierung linear elastisch). Die adjungierte

Zustandsgleichung kann ohne zeitliche Integration fir den linear elastischen Fall
angegeben werden

<G*h“()\““({2), Q). ¢>
:!{ (5u (o) -e () 5y an+ (37) =o. @a9)

Weitere Vereinfachungen werden in Kapitel 5 angegeben. Fir die lineare Topologi-
sche Ableitung entfdllt die Ableitung des Massentragheitsterms

6\7 in in
((97">E—F{cr(u)~s(>\l ) — £ Alndr

Die Dimension der linearen Adjungierten ist dim ()\hn> =dim(J) T2 -M~1L~L

—1
4 dler(Xo)|
lin _ q:

17" = 15{)1 ( dr )

. (4.40)

4.3.2 Diskretisierung mit impliziter Zeitintegration

Die Lésung der adjungierten Zustandsgleichung (4.29) erfolgt wie die Losung des
Anfangsrandwertproblems mit impliziter Zeitintegration. Dazu miissen zunéchst
die Pseudolasten berechnet werden. Anschlielend wird das Newmark-Verfahren
fiur die Ruckwartslosung umgeformt und die Losungssequenz vorgestellt.

Schreibweise (Zeitliche Diskretisierung). Die zeitliche Diskretisierung einer Grofie
oder eines Funktionals wird mit eckigen Klammern und dem oberen Index [ ](t)

geschrieben.

Schreibweise (Pseudolasten ,erst differenzieren — dann diskretisieren“). Bei der
zeitlichen Diskretisierung der Pseudolasten

P = Z pk) (4.41)
k=0

sind zeitliche Gewichtungsfaktoren w®) 2 bereits in die einzelnen Summanden
integriert.

beispielsweise aus w(® = LAtW w® =1 (A¢k) 4 At“‘*”) fiir 0 < k < mund w™ = LA™
fiir die Trapezregel bei variabler Zeitschrittweite
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Die zuséatzliche raumliche Diskretisierung der Pseudolasten ist vom Funktional
abhédngig und wird hier daher nur allgemein als [PU“)] " gefithrt.

0z 0 0z 0% 0z

O] N | [92 4 002 O 0r o, 4.42
[ =" L ou® aioa ? T oren ¢ (4.42)

(R) [g=¢k)

T

:;([Pu:)](h)) o®

Die raumliche Diskretisierung der Adjungierten X erfolgt mit den gleichen Ansatz-
funktionen wie die Diskretisierung der Testfunktionen (3.58). Die Bezeichnung und
Assemblierung zum Vektor der Adjungierten aller Freiheitsgrade in Verbindung
mit den Systemmatrizen orientiert sich an der Schreibweise der Zustandslésung u
in Abschnitt 3.4.4 auf Seite 63.

Die rdumliche Diskretisierung der weiteren Terme des adjungierten Gleichge-
wichts 4.29 liefert die aus Kapitel 3.4.4 bekannten Matrizenformulierungen fiir die
Tangentensteifigkeit

» N .
Ka / FS-VAdR2, ¢> ~ ADTKE 50 (4.43)
Ju
@ T (m) =g
die Ddmpfung
] T ,
/ cdaa%‘ L pdQ ~A* ce® (4.44)
g AN e

und fiir die Massentriagheit

A
{/ 2op #49

0

(

el
~ X" Mo™ (4.45)

(h) |g=¢ 0
Die Diskretisierungen (4.42) bis (4.45) liefern zusammen die rdumliche und zeitliche
Diskretisierung der adjungierten Zustandsgleichung (4.29):

m (T AYS . T A . T :
) (w(k) ()\(k) M- o A" K¥)> + <[P('“)Lh)> ) o™ = 0.
k=0

Diese Gleichung ist insbesondere dann erfiillt, wenn jeder einzelne Summand gleich
dem Nullvektor ist:

: r N oy T JTAVA T
g (A(k)> - <[P(k)} (h)> + ™ <A(k> M- A" ey K(Tk)> —0. (4.46)
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Die Entwicklung einer Losungsstrategie wird wie die Lésung des Anfangsrandwert-
problems in Abschnitt 3.5 motiviert: Wir nehmen an, dass fiir die Zeitpunkte ¢®
mit ¢ = m bis einschlieBlich k& die Adjungierte A und deren zeitliche Ablei-
tungen A® und AD bereits ermittelt wurden. Im Losungsprozess soll dann die
zeitlich vorausliegende Gleichgewichtslage g*()\ucfl)) berechnet werden, die der
Zeit t*) — At®) entspricht. Dabei soll das gleiche Zeitintegrationsverfahren ver-
wendet werden, das auch fir die Losung des Anfangsrandwertproblems verwendet
wurde.

Fir die Anwendung des Newmark-Verfahrens der Zeitintegration wird die Ap-
proximation fiir die adjungierte Beschleunigung und Geschwindigkeit zunéchst
aus (3.73) und (3.74) iibernommen

50 _ o, ( G A(k—n) aph Y g kD

(k=1)

t (1)

AY — o, ()\(k) - A(H)) +asAT T agh

(k-1 (k=1
und fir die Lésung des Endwertproblems nach )\( ) und )\( ) aufgelost. Daraus
ergibt sich die Riickwéartsapproximation der adjungierten Beschleunigung und

Verschiebung
R e (A(k) B A“H)) Cad® e ® (4.47)
1 S S BRI ST (4.48)
mit den Konstanten
* 2 * 2
o] = — ay = —
! (AtR)2(1 428 — 27) 20 At(1 428 —27)
i 2B=7) 21
BT 14+28-2y7 LT (AR (1428 —27)
. 1-28 L (A28 — )
= ———5——, g =————"" .
1+28 -2y 1423 -2y

Die Konstanten of, a3, aj und «f sind wie schon bei der Approximation der
Geschwindigkeit und Beschleunigung abhéngig von der Groe des Zeitschritts.
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Eingesetzt in das adjungierte Gleichgewicht (4.46) zum Zeitpunkt =1 kann
aus

— — L o — . - . e T

g* <)\(k ])) = w(k Y <04T ()\(k) - A(k U) - ag)\“) — a3 (k)) M
_ _ . N T

- w(k D (az ()\(k) — )\(k D) + a’g)\(k) + agk(k)> C

+o AR [P0 by =0 (419)

die adjungierte Verschiebung A=Y bei bekannten adjungierten Verschiebun-
gen )\(k), Geschwindigkeiten A® und Beschleunigungen A® berechnet werden.

Da die diskrete adjungierte Zustandsgleichung (4.49) zu jedem Zeitpunkt k mit
einer linearen Steifigkeit KSIIY) ausgestattet ist, kann die Losung des Endwert-
problems ohne das Newton-Verfahren durchgefiihrt werden. Aulerdem sind die
Systemmatrizen symmetrisch fiir alle £ =0,...,m:

T
M=M" wd KF =P

Das adjungierte Gleichgewicht (4.49) nach AG=D aufgclt')st ergibt das adjungierte
Losungsschema:

Resultat 4.3.3 (Adjungiertes Losungsschema nach ,erst differenzieren — dann
diskretisieren®).
Die adjungierte Losung A®Y wird mit

w”“l( M+044C+K¥1> [P ]

( —at ))\(k)
-

M-l ) A
- ( — M- a ) A® (4.50)

schrittweise aus den schon bekannten adjungierten Losungen, Geschwindigkei-
ten und Verschiebungen )\(k)7 A® und A® berechnet.

Durch die analytische Herleitung sind die Endwerte aus (4.30) und (4.31) in
der diskretisierten Form vorgegeben

A™ _ et {/ 9z

J 7t de

t=T

: (4.51)
(*h)
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dfz} . (4.52)
0

Die Endwerte fiir die adjungierten Beschleunigungen S\(m) werden mit g*()\(m))

berechnet

A =M (c}\(m) KA {P(m)](h) . (4.53)

Anmerkung 4.3.4 (Adjungierte Geschwindigkeit und adjungierte Beschleunigung).
Es ist allgemein verstindlich, hier diber die adjungierte Verschiebung, Geschwin-
digkeit und Beschleunigung zu sprechen, obwohl diese in Abhdngigkeit vom Funk-
tional J oft keine direkte physikalische Interpretation haben.

Die Abbildung 4.5 verdeutlicht schematisch das Vorgehen zur Berechnung der
Zustandslosung u und der adjungierten Losung A. Auf der linken Seite wird das
Anfangsrandwertproblem der Kontinuumsmechanik mit dem Newmark-Verfahren
und integriertem Newton-Verfahren iterativ gelost. Die Massenmatrix M, die

SEC) zu jedem

Déampfungsmatrix C und die tangentialen Steifigkeitsmatrizen K
Zeitpunkt miissen entweder gespeichert oder bei der Riickwértslosung aus den
zeitlichen Verldufen der Spannungen und Dehnungen neu aufgestellt werden. Nach
Abschluss der Losung des Anfangsrandwertproblems werden die Ableitungen des
Funktionals nach den Verschiebungen, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen
gebildet. Mit den definierten Endwerten beginnt die Losung der adjungierten
Zustandsgleichung. In jedem Schritt muss ein lineares Gleichungssystem gelost
werden. Nach der Berechnung der Adjungierten zum Zeitpunkt ¢*) werden die
adjungierte Geschwindigkeit und die adjungierte Beschleunigung berechnet, bis
der Anfangszeitpunkt erreicht wird.

Anmerkung 4.3.5 (Parallele Losung fiir mehrere Funktionale). Die Linearitit der
Adjungierten macht die gleichzeitige Losung des Endwertproblems fir mehrere
Funktionale maéglich, wenn sowohl die Pseudolastvektoren als auch die adjungierten
Lésungsvektoren nebeneinander gestapelt werden.
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Kontinuumsmechanisches Adjungiertes
Anfangswertproblem Endwertproblem
Anfangswerte
u® =q

OBV (_Cﬁw) —r(u®) + q<0>)

M, C,r@),q0  [g = 0O e T A0 M,C Ky, {P m)] ®

M, C,r(u®), qV e [ AD M. C. K [pm]
i ; (h)

(h)
M,C, r<u(m))‘ q(m)

; A
H H }\\rn[ﬁl)
M, C, r(u™-D) gD | ulm) = e HmED) e ;i:ﬁ’”” My, [P

50 _npt (A - gl [P(m)]( ))
h

5™ _ ap- (m) 9= _ 00
A =M 1(CA +L7%7E5—ﬁ|t:T dQ] )
? )

e[ ]
2 (h)

Endwerte

Abbildung 4.5: Adjungiertes Ablaufdiagramm ,erst differenzieren — dann diskretisieren*,
links: Vorwértslosung des Anfangsrandwertproblems, rechts: Riickwiértslosung des
adjungierten Endwertproblems

Anmerkung 4.3.6 (Effektive Steifigkeitsmatrix in der Riickwértsrechnung). Mit den
Newmark-Konstanten 3 = 0.25 und v = 0.5 sind die adjungierten Konstanten o
und o gleich denen der Zustandslésung:

4 2

und qp=a) = ——. 4.54
i=ai= (150

Damit entspricht die linke Seite des adjungierten Lésungsschemas (4.50) der
effektiven Steifigkeitsmatric K® aqus (3.82). Mit der Speicherung der invertierten
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effektiven Steifigkeitsmatriz aus der Losung des Anfangsrandwertproblems, kann
die Rickwdrtsrechnung beschleunigt werden.

Das erweiterte Funktional wurde in diesem Abschnitt auf Basis der kontinuierlichen
Gleichgewichtsformulierung erweitert und materiell differenziert. Das resultierende
Endwertproblem kann mit der impliziten Zeitintegration gelost werden. Die aus-
driickliche Hervorhebung der Reihenfolge ,erst differenzieren — dann diskretisieren®
ist beztiglich der zeitlichen Integration zu verstehen.

4.4 Erst diskretisieren — dann differenzieren

Im Gegensatz zum Vorgehen im vorangegangenen Abschnitt verfolgen wir in diesem
Abschnitt den Entwicklungsansatz fir die Adjungierte, der bei den nichtlinearen
Sensitivitdtenberechnungen mit der Dichtemethode, die im Stand der Forschung
in Abschnitt 2.2 vorgestellt wurden, verwendet wird.

Zusitzlich zur zeitlichen Diskretisierung des erweiterten Funktionals J aus (4.14)
werden die Verschiebungs- und Geschwindigkeitsapproximationen der Zeitintegra-
tion (3.71) und (3.72) dem erweiterten Funktional zugeschrieben. Da zunéchst
eine zeitliche Diskretisierung und anschliefend die Differenziation beziiglich der
Entwurfsvariablen erfolgt, wird dieses adjungierte Losungsschema ,erst diskretisie-
ren — dann differenzieren genannt. Die Motivation hinter diesem Vorgehen ist,
die Adjungierte ohne die partielle Integration im Zeitbereich zu ermitteln. Dies
ist aber nur moglich, wenn der Zusammenhang zwischen den Zeitpunkten durch
die Verschiebungs- und Geschwindigkeitsapproximationen hergestellt wird. Ohne
diese wiirde kein Losungsschema entstehen.

Fir die Anwendung der adjungierten Methode erweitern wir das zeitlich diskreti-
sierte Funktional [j } ) sowohl mit dem integral beziiglich der Zeit definierten, aber
ebenfalls mit den Gewichtungsfaktoren w®) zeitlich diskretisierten mechanischen
Gleichgewicht auf dem Gebiet mit der Aussparung (2,, als auch mit den Newmark-
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Approximationen (3.71) und (3.72) mit eigenen Lagrange-Multiplikatoren )\E,k>
und )\,(lk):

W(” _ [‘7}(” + i w® (/ (uF(k)u,S(k) - Grad A® £ cu® A0 40
k=0

+ / Qﬁ(k) B g (t(k)> _)\(k)> 40
o

_ / T (109) AW dp)

I'ny

k=1
(k)\2
n (At2 ) ((1 - 26)i® + 250 - u(k))
+3 >\<f>T<u<k‘” + (A0 (1= )i® Y 4 4a®) - ﬁ(k)> . (4.55)
k=1

A (t
Die materielle Ableitung des erweiterten zeitlich diskretisierten Funktionals [j }( )
liefert wieder explizite und implizite Ableitungsteile.

Resultat 4.4.1 (Explizite materielle Ableitung ,erst diskretisieren — dann diffe-
renzieren®).

Fiir die explizite materielle Ableitung verbleiben wie im vorherigen Abschnitt
die Randintegrale, die nicht weiter aufgelost werden kénnen:

(55~ (%),

— 3 w® [ (“F®8®) . Grad AW
k=0
teqa®™ - AP 4 oi® AW — £ AW) dr - (4.56)

Die explizite materielle Ableitung in diesem adjungierten Losungsschema, liefert
demnach die zeitliche Diskretisierung der expliziten materiellen Ableitung
des adjungierten Losungsschemas ,erst differenzieren — dann diskretisieren*
aus (4.32).

Die impliziten materiellen Ableitungen des erweiterten diskretisierten Funktionals
in (4.55) werden zunéchst einzeln raumlich diskretisiert. Der infinitesimale Aus-
schnitt lim, o ¢,(Xo) ist eine Nullmenge, so dass die impliziten Ableitungen auf
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dem gesamten Gebiet definiert werden kénnen. Die rdumlichen Diskretisierungen
der einzelnen Terme lauten:

/ g“F(k)“SW .Grad A® 0
J Or
k]

(h)

k
- /< O up®ug®) . Grad A®) Oul )> d!?}
7

ou®) or
(h)
(k)
A T or ’
d , oa®
o (k) 3\ (k) — k (k)
/—cdu A dn = /< cgu\™ - AV ds
or ou® or
L (h) (h)
= )‘(k)T oa 7
or

und

/Egﬁ(k‘) AP a0
b or

Die dufleren Kréfte q sind nach Voraussetzung 3.2.1 auf Seite 40 unabhéngig von
der Verschiebung und entfallen daher bei der impliziten Ableitung:

¥ -9

KNG KN <
{/&f A d9+/a7; A qr 0.
0 I'ny

(h)

Schreibweise (Raumlich und zeitlich diskretisiertes Funktional). Die Reihenfolge
von Diskretisierung und Differenziation ist vertauschbar, so dass der Ubersichtlich-
keit halber die verkiirzende Schreibweise des zeitlich wie raumlich diskretisierten
Funktionals 7 und des erweiterten Funktionals j

=[], e 5= [1),

gewahlt wird.
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Die implizite Ableitung des diskreten Funktionals lautet mit der Kettenregel

p m i (k) i o (k) P9 k)
<8J> B dj Ou dj oa dj ou (4.57)

ar), " & ou® ar " oa® ar | aa® or

Wir spalten die Anfangswerte direkt von den jeweiligen Summen der impliziten
Ableitungsterme ab. Damit kann die rdumliche Diskretisierung der impliziten
materiellen Ableitung des erweiterten Funktionals {j ] ® aus (4.55) angegeben
werden:

(aj) _ m
or P

u® o T oa® ar T oa® or o or
i ou®  9j ou®

( i ou® 95 oa®  9j arﬁ“) aj ou”

Tou0 or " 9a0 or
=0 =0
ou® a4 ou® r i
© )
*Zw ( o T C g TEr | AT Mg
. - (0) o
20T 00 KO ul®
o or or
=0 =0
m T (Out Y ga*V 123 2 91
NG ALk A2
+kz::2 v or + or * 2 ( ) or
oi®  Hu®
A2 our
+5( ) or or
- 24 2y T8u )T (1 2 9 (I)Tau(l)
4+ 1 5 (Ar®)" AL o 3 (ath) o N
0
+ AL”T—@;; - Atﬂu@m;
— ———
=0 =0
m T afl(kfl) aﬁ(kfl) au(k) aﬁ(k)
NG 1— ) Ak Ak _
+kz::2 v or +(1-7) or + or or
+(1—5) AIAY roil A#U,\(Umﬁ(l)—A<1>T‘9ﬁ(l)
! Tor TR T T Ty
+ AL”Tdu— . (4.58)

or
=0
Da die Anfangswerte der Verschiebung und der Geschwindigkeit nach Vorausset-
zung 3.2.2 auf Seite 40 nicht vom Gebietsparameter r abhéngig sind, werden die
entsprechend unterklammerten Ausdriicke gleich null. Das Ziel der adjungierten
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Methode ist die Eliminierung der impliziten Ableltungen Dazu werden impliziten
ou® ()u“) und ()u
5 5

grupplert Die Summanden
des Zeitpunkts ¢™ stehen jeweils separat. Fur eine bebbere Ubersicht werden die
cinzelnen Summanden transponiert:

~ T

a7\ (o™ 35\ v L 1728 k2

) _ _YJ MM\ Il At(lHrI) )\(k+1)

(), 75 () () w252 ey
+8 (At<’“>)2 AP 1 (1 — ) ApEFDARHD 1 At%)\(ﬁ) (1)

— (k . T
s gal® ( 0j > +w®CA® 4 A A(HD
=\ or oa®

o (m)\ T N
4 (01(; ) ( (08(]771)) n w(m)MA(m)
T u

+ 8 (A A 4 yAtW))\E,””)) (Iv)

81,1( g (m) (m) A(m) VI
o Ou(m tw - T (V1)

.. (0) \T
+ <0u‘ ) ( ( 3]@) +wOMAO 4 ! ;25 (At(l))g )\S)

i

+(1—7) At“))\g)) . (VD)

In den abgespaltenen (m)-Termen (IV) bis (VI) stehen nur Summanden des letzten
Zeitpunkts. Nullsetzen der Klammern (V) und (VI) und Einsetzen in (IV) liefert
ein Gleichungssystem fiir den Endwert der Adjungierten A™. Mit diesem kénnen
die Lagrange-Multiplikatoren der Geschwindigkeit )\<"”> und der Verschiebung )\ m)
in (V) und (VI) berechnet werden.
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Fir die Zeitpunkte t*) mit k = m—1,...,1 wird mit dem analogen Vorgehen
aus (II) und (III) durch Nullsetzen und Einsetzen in (I) die Adjungierte A%
berechnet und daraus wiederum die Lagrange-Multiplikatoren )\sk) und )\](lk) ge-
wonnen.

Der verbleibende Anfangswert fiir die Adjungierte A wird schlieBlich durch
Elimination des letzten Summanden (VII) berechnet.

Das Vorgehen lasst sich zu folgendem Loésungsschema kompakt zusammenfas-
sen:
Resultat 4.4.2 (Adjungiertes Losungsschema nach erst diskretisieren — dann

differenzieren®).
Die adjungierte Losung A® zum Funktional j wird durch Losen der Gleichung

2
w® (M +yatMC + g (At(k)> K&’”) A

. T . T . T
_ w2 (91 N _ (97 \ _ (9
= =57 <8u<’“>> Al <81'1(k)) <aﬁ<k>

— AEH) (% (A <k+1))2 —B( At(m))?

+8 (At(k>)2 + 'yAt(k)At(’”l))
— Ak+D (At(k“) — ALY vAt(k)) (4.59)

mit den Lagrange-Multiplikatoren der Verschiebungsapproximation und der
Geschwindigkeitsapproximation nach Newmark

- T
A = AGHD | A A ED | B oA®) (83{“) 7 (4.60)
u
0 _ (05 \" At 4 R0 A®
A = (gom ) F A VRPN (4.61)

gewonnen.
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Die Endwerte sind aus

2
w™ <M +yatmC + g (At K<T’")> A

. T 0 T . T
_ (m) 2 8] (m) a] a.] .
- <ﬂ (ae™) (811(’")) M (aa“”)) +<aﬁ(m> , (462)

m m m 8 g
ALY MM\ ((?u(ﬂm)) (4.63)
und
3 T
A = gmenm 4 (9% (4.64)
v 6l-1(m)

zu entnehmen. Als Anfangswert bleibt fiir die Adjungierte

a - T
0 =0y ()1 s
u

1-28
2

(AtD)” )\E})> . (4.65)

Wird die Ritckwirts-Losungsvorschrift (4.59) mit (8(At*))2)~! multipliziert,
steht auf der linken Seite wie in Anmerkung 4.3.6 die effektive Steifigkeitsma-
trix K® aus der Losung des Anfangsrandwertproblems. Sofern diese Matrix
invertiert und gespeichert wurde, kann diese hier zur Lésung verwendet wer-
den. Diese riickwartige Evolutionsgleichung dhnelt der aus Resultat 4.3.3 zwar,
allerdings kénnen sie nicht ineinander tiberfithrt werden.

Die Dimensionen der Lagrange-Multiplikatoren sind
dim(A,) =dim(7)-L™"  und  dim(A,) =dim(J)T-L'.  (4.66)

Im Ablaufschema 4.5 auf Seite 98 miissen fiir das adjungierte Losungsschema
werst diskretisieren — dann differenzieren die in Abbildung 4.6 dokumentierten
Anderungen vorgenommen werden: Im Anschluss an die Losung des Anfangs-
randwertproblems werden die Pseudolasten % % und % ermittelt. Bei
der gesamten Riickwértslosung werden im Nachgang an die Adjungierte zu einem
Zeitpunkt anstelle der adjungierten Geschwindigkeit und adjungierten Beschleuni-
gung die Lagrange-Multiplikatoren )\Slk) und Aﬁ,k) ermittelt. Der Anfangswert der
Adjungierten muss schlieflich gesondert berechnet werden.
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Kontinuumsmechanisches Adjungiertes
Anfangswertproblem Endwertproblem
Anfangswerte
u® =qa

OB V! (_Cﬁ«» —r®) ¢ q<0>>

T
—1 dj
M.Cr®).q®  [g— 0o RUR— A0 1,0y 1<7 (m)
& —(1—7) AtDAY
Ad) A Lo s
a® - (At(l)) AE.”)
M, C,r(u®), q © P CO RN AW o 0j 95 _9j
e " MO 5 5 g0
or(u9) oj o5 0j
T ou®  ou® 5a® 5a®
KW
B B % A)
; Ay M. C.KyY,

M, C, r(u(mD), gn=1) | ulm=h) == e L Alm=1) 9j 9j 9j
o Aut™  Agm ouln=1" g’ gim-1)
M,C, r(u(’")), q™ am % J—

J
9 \7
A — mextm 4 (%
v Halm

T
au(m)>
T T
. 9
,)) Ty < 61’1“’”)
T
9j
()

Endwerte
dann differenzieren*,

AL = MRz (

A — )T

Abbildung 4.6: Adjungiertes Ablaufdiagramm ,erst diskretisieren
links: Vorwértslosung des Anfangsrandwertproblems, rechts: Riickwértslosung des
adjungierten Endwertproblems

4.5 Explizite Ableitungen und Pseudolasten
spezieller Funktionale

Die hergeleiteten Losungsschemata und Gleichungen sind bis auf die Einfithrung
spezieller Funktionale und deren Ableitungen vollstiandig. In diesem Abschnitt

werden drei Funktionale im Speziellen vorgestellt.
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Prinzipiell kénnen alle Funktionale, die auch in der linearen Statik verwendet
werden, auf dynamische Belastungen erweitert werden. Im Sinne der crashgerechten
Karosserieentwicklung ist die Sensitivitat fiir die innere Energie zu ermitteln, so
dass die Struktur gezielt erweicht werden kann, um die dulere Kraft und die
kinetische Energie in plastische Dehnungsenergie umzuwandeln. In Kombination
mit der Verschiebung eines einzelnen Punktes soll es dann moglich sein, klassische
Crashanforderungen wie die minimale Beschleunigung des Fahrzeuginsassen beim
Aufprall bei gleichzeitiger Sicherung des Uberlebensraums zu entwickeln. Fiir
beide Funktionale werden die stetigen impliziten und expliziten Ableitungen
nach ,erst differenzieren — dann diskretisieren und die impliziten Ableitungen
nach ,erst diskretisieren — dann differenzieren” entwickelt. Das dritte Funktional
beinhaltet das Volumen bezichungsweise die Masse eines Gebiets. Die Sensitivitét
des Volumens kann ohne die adjungierte Methode direkt bestimmt werden.

4.5.1 Innere Energie eines Korpers

Crashstrukturen sollen im Knautschzonenbereich soviel kinetische Energie in
Dehnungsenergie umwandeln wie moglich, um die Krifte und damit auch die
Beschleunigungen, die auf den Insassen und auf die sensiblen Strukturen wie
Batterien iibertragen werden, zu reduzieren.

Nach dem 1. Hauptsatz der Thermodynamik ist die zeitliche Anderung der
totalen Energie gleich der mechanischen Leistung aller &ufleren Kréfte plus der
Wirmezufuhr. Wir setzen fiir einen Fahrzeugcerash voraus, dass die Warmezufuhr
vernachléssigbar ist. Die von den dufleren Kréften geleistete Arbeit muss also
mit der totalen Energie im Gleichgewicht stehen. Die totale Energie wiederum
setzt sich aus der inneren Energie und der kinetischen Energie zusammen. Die
innere Energie kann als Funktional also ein Ma8 fiir die Energie sein, die nicht als
kinetische Energie im mechanischen System verbleibt. Anschaulich lasst sich die
innere Energie als die von den inneren Kréften verrichtete Arbeit interpretieren,
die die Spannungen verrichten, um von einem Verzerrungszustand des Korpers
(zum Zeitpunkt ¢ = 0) in den néchsten (zum Zeitpunkt ¢ = 7") zu kommen.

Mit der spezifischen Spannungsleistung o -d und der Beziehung zur Momentankon-
figuration (3.22), die in Abschnitt 3.1.7 definiert wurde, kann die innere Energie
mit

T T E(T)
T :://a-ddﬂtdt://S-Edetz/ / S dEdR (4.67)
02 02 2 E(0)
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sowohl in der Momentan- als auch in der Referenzkonfiguration berechnet wer-
den. Die genaue Herleitung kann beispielsweise in Wriggers 2001 nachvollzogen
werden. Fiir eine Komponente des Skalarprodukts ist die Interpretation der spezi-
fischen inneren Energie, also der auf das Volumen bezogenen inneren Energie, in
Abbildung 4.7 dargestellt.

Ei; (T)
e / Sij dEij
Ei;(0)
Sij dEy;
N N
Z >

Abbildung 4.7: Spezifische innere Energie

Zunéchst werden die Pseudolasten fiir das adjungierte Losungsschema ,erst dif-
ferenzieren — dann diskretisieren® hergeleitet. Dann erfolgt die Bestimmung der
expliziten Formableitung und abschlieend die Ermittlung der Pseudolasten fiir
das adjungierte Losungsschema ,erst diskretisieren — dann differenzieren®.

Die Herleitung der Pseudolasten erfolgt in der Bezugskonfiguration. Wir entwickeln
zunéchst eine tibersichtlichere Schreibweise der inneren Energie. Dazu betrachten
wir die Aufspaltung des folgenden Ausdrucks in einen symmetrischen und einen
antimetrischen Teil

FTF = % (F'F + F'F) +% (F'F - F'F) . (4.68)
symm. antim.
E

Der erste Summand auf der rechten Seite entspricht genau der Zeitableitung des
Green-Lagrangeschen Verzerrungstensors E aus (3.18). Nach der Definition des
Skalarprodukts mit dem Spuroperator (3.2) verschwindet das Skalarprodukt eines
symmetrischen Tensors (in Fall der inneren Energie der 2. Piola-Kirchhoffsche
Spannungstensor S) mit einem antimetrischen Tensor. Wir ersetzen also die
Zeitableitung des Green-Lagrangeschen Verzerrungstensors mit (4.68) und stellen



4.5 Explizite Ableitungen und Pseudolasten spezieller Funktionale 109

das Skalarprodukt so um, dass ein aus der schwachen Form des Gleichgewichts
bekannter Ausdruck entsteht

S Edtdn

T
/
T
(3.18) [[s %(FTF+FTF) dtde
20
T
/ S.F'F_§. (FTF F'F) dtde
0

=0

'S. FT GradudtdQ

FS - Gradudtd?. (4.69)

Mit der inneren Funktion z (u,01) := F'S - Grad u konnen fiir das adjungierte
Losungsschema erst differenzieren — dann diskretisieren® in (4.50) die Pseudolas-
ten [P;k)} ) nach (4.42) berechnet werden. Wir betrachten zunéchst die Ableitung
der inneren Funktion z nach der Verschiebung. Hier kann mit der Herleitung
der Linearisierung der virtuellen inneren Energie in (3.35) gleich die Ableitung

angegeben werden

<8—8uFS - Gradu, ¢> = Grad ¢S - Grad

95 1 o .

Bei der Ableitung nach der Geschwindigkeit muss zusétzlich noch nach der Zeit
differenziert werden

g (FS) - Grad ¢

=FS - Grad ¢ + F% - Grad ¢

0 /0
8t<0 FS - Gradu, ¢>

=GradaS - Grad ¢ + Faa—‘ts -Grad ¢ . (4.71)

Hier besteht die Schwierigkeit, die zeitliche Ableitung des 2. Piola-Kirchhoffschen
Spannungstensors analytisch zu berechnen, denn diese héngt wieder von der
spezifischen Materialmodellierung ab.



110 Entwicklung der nichtlinear transienten Topologischen Ableitung

Voraussetzung 4.5.1 (Zeitabhiangigkeit des 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungs-
tensors).

In dieser Arbeit wird vereinfachend vorausgesetzt, dass die Zeitableitung des
2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors implizit iiber die Zeitableitung des
Green-Lagrangeschen Verzerrungstensors berechnet werden kann:

8£_<8S aE>

ot OE’ 0ot
L /0S 1, -

OE’ 2

<85 —(Grada’ F+FTGradu)> .

Mit dieser Vereinfachung kann die Ableitung nach der Geschwindigkeit (4.71)
weiter aufgelost werden:

dat <d8 FS - Gradu, ¢> = Grad 1S - Grad ¢

oS 1 T T
+F<aE = (Gradu"F + F Gmdu)> -Grad ¢
Dies entspricht, bis auf wenige Umformungen mit den Identitidten des Spuroperators
aus Abschnitt 3.1.2, der Ableitung der inneren Funktion nach der Verschiebung
n (4.70). Die Pseudolasten sind damit gleich null fiir alle Zeitpunkte:

0z 0 0z

T
GPék)}(h)) ¢ = .Qafu"’j*&a*ﬁ'qﬁdg

(R) |p=¢ %)

=0.
(1) [g=¢ k)

) . 9/ 0
/<%FS~Gradu7q.’>> 81‘<8 FS - Gradu, ¢> a0

n

Da das Funktional der inneren Energie unabhéngig von der Beschleunigung ist,
bleibt fiir die Endwerte des adjungierten Endwertproblems nach (4.30) und (4.31)
nur noch die Ableitung der inneren Funktion z nach den Geschwindigkeiten

[A (1) dan=o, (4.72)
(]

/ —0X, (T)- ¢ (T) + FS - Grad ¢ (T) d2 = 0. (4.73)
2
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Beim Endwert der adjungierten Geschwindigkeit tritt die virtuelle innere Energie
auf, deren Diskretisierung aus (3.63) ibernommen werden kann. Ohne Pseudo-
lasten ist das adjungierte Gleichgewicht nach 4.46 mit den Endwerten sich selbst
itberlassen. Dies kann prinzipiell als eine freie Schwingung mit verdnderlicher
Steifigkeit K,(I’f) interpretiert werden. Im Zusammenhang mit den praktischen
Beispielen in Kapitel 6 wird auf den Schwingungscharakter der Adjungierten der
inneren Energie nochmals genauer eingegangen.

Der Randintegral-Term der expliziten materiellen Ableitung kann zunéchst nicht
weiter vereinfacht werden

(&70
or

T
) =~ [ [ FS-Gradudra:. (4.74)
E 01

Die diskretisierte innere Energie lasst sich mit der Definition (4.69) und der
rdumlichen Diskretisierung der virtuellen inneren Energie (3.63) auf Seite 63
angeben

Jo = w®a® e (u®) . (4.75)
k=0

Die einzelnen diskreten impliziten Ableitungsterme kénnen daraus durch die
Tangentensteifigkeit und den Vektor der inneren Kréfte berechnet werden.

Resultat 4.5.1 (Ableitungen der inneren Energie).

Die Pseudolast der inneren Energie fiir das adjungierte Losungsschema erst
differenzieren — dann diskretisieren® in (4.50) ist gleich dem Nullvektor fiir
jeden Zeitpunkt:

[p®

( }(h):o fiir k=0,...,m. (4.76)

Die Endwerte sind die rdumlichen Diskretisierungen der kontinuierlichen For-
men in (4.72), (4.73). Diese sind nach Resultat 4.3.3 auf Seite 96

A — g 4.77)
A" Ml (u<m)) : (4.78)
A - Mt (CM‘lr (u“"))) (4.79)
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Mit der expliziten materiellen Ableitung kann der funktionalspezifische Teil
der Topologischen Ableitung bestimmt werden

8J, ’
( 5 )E - _O/JFS-Gradudth. (4.80)

In diskretisierter Form lauten die Pseudolasten fiir das adjungierte Losungs-
schema ,erst diskretisieren — dann differenzieren in Resultat 4.4.2 (Seite 104):

9o \" _ (y3c ) @)

o ) =K, (4.81)
. T

<a(?]<7c>) =w®r (u®) . (4:82)
u

Die innere Energie hat die Dimension einer Energie, die Adjungierte hat dann
entsprechend zu (4.19) in Bemerkung 4.3.1 auf Seite 85 die Dimension einer
Geschwindigkeit dim (X,) =L-T*

Anmerkung 4.5.1 (Pseudolast auf Basis des diskretisierten Funktionals). Wird
die raumliche und zeitliche Diskretisierung des Funktionals fir die Berechnung
der Pseudolasten [ngﬂ(h) fir das adjungierte Losungsschema ,erst differenzieren
— dann diskretisieren“ verwendet, so ist das Frgebnis ebenfalls der Nullvektor.
Allerdings ist die zugrunde liegende vereinfachende Voraussetzung 4.5.1 nicht mehr
im Detail sichtbar:

pw]  _ (9 To(o 9, \"
I ]<h>_ ou® )\ ot pa®

— w® <K<Tk>ﬁ<k> 4 (u(m))

— o
T ouk) ot
= w® (K<Tk>ﬁ(k> - K(T’”u(’“))

Beispiel 4.5.1 (Pseudolast und Adjungierte der inneren Energie).

In Abbildung 4.8a sind fiir die Biegung des Kragtriagers aus Beispiel 4.5.2 die
translatorischen und rotatorischen Endwerte der adjungierten Geschwindigkeit (4.78)
des adjungierten Losungsschemas erst differenzieren — dann diskretisieren® gezeigt.
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’)\0‘ inh% A (t=25ms) in 55

e3 P
l> 700 Ei N >0.01

630 S 0.009
560 NS 0.008
490 R 0.007
420 0.006
350 0.005
230 0.004
210 5 0.003
140 ) ‘g 57 0.002

70 Endwerte translatorisch Endwerte rotatorisch 0.001

<0 Skalierungsfaktor 0.05 Skalierungsfaktor 1000 <0

(a) Endwerte der Adjungierten der inneren Energie nach ,erst differenzieren — dann
diskretisieren*

—101
—3 (X = (115.6, ~18.75, 0.0)T)
0 5 10 15 20 25
Zeit t in ms 10-fache VergéBerung

jungierte der inneren Energie zu ausgewahlten Zeitpunkten als Flache dargestellt
b) Adjungi der i E i dhlten Zei k Is Flache d 11
(10-fach vergroBert im Verhiltnis zur GroSe des Kragtréigers), Kurven fiir die dritte
Komponente der Adjungierten aller Punkte

Abbildung 4.8: Endwerte und Verlauf der Adjungierten der inneren Energie nach
dem adjungierten Losungsschema erst differenzieren — dann diskretisieren

Bei den translatorischen Endwerten auf der linken Seite zeigt der Pfeil an jedem
Knoten in die Richtung der Geschwindigkeit und die Vektorldnge und -farbe gibt
den Betrag der Geschwindigkeit an. Die Lange ist im Verhéltnis zur Grofle des Krag-
tragers mit dem Faktor 0.05 skaliert. Die Darstellung der adjungierten rotatorischen
Endgeschwindigkeiten erfolgt auf der rechten Seite als Vektor der resultierenden
Rotationsachse an jedem Knoten. Die Vektorldnge und -farbe gibt die Rotationsge-
schwindigkeit um die Rotationsachse an. Die Vektorlange ist skaliert mit Faktor 1000.
In Abwesenheit von Dampfung ist die adjungierte Endbeschleunigung der inneren
Energie gleich null. Auch die Pseudolasten sind im adjungierten Losungsschema
serst differenzieren — dann diskretisieren* nach (4.76) gleich null.
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Bei den translatorischen Endwerten ist zu beobachten, dass die Richtungen innerhalb
kurzer Distanzen wechseln. Die rotatorischen Endwerte sind durch Rotationen um die
ey-Achse dominiert. Die resultierende Adjungierte ist in Abbildung 4.8b als Verschie-
bung zu sechs ausgewéahlten Zeitpunkten in 10-facher Vergroferung im Verhéltnis zur
Grofe des Kragtréigers dargestellt. Wie im Beispiel des Verschiebungsfunktionals ist
fiir einen ausgewdihlten Punkt (griin markiert) der Verlauf der dritten Komponenten
der Adjungierten als Kurve hervorgehoben. Im Hintergrund sind die Kurven der
dritten Komponente aller Punkte als graue Kurven zu sehen.

Fiir das adjungierte Losungsschema ,erst diskretisieren — dann differenzieren® sind
die translatorischen Pseudolasten 7$ und f% zu ausgewahlten Zeitpunkten in
Abbildung 4.9 gezeigt. Der resultierende Lastvektor in der untersten Reihe wird von
den inneren Kréiften im Bereich der Krafteinleitung, die die Biegung verursachen,
dominiert.

>0.001

<0
Skalierungsfaktor 5 - 10*

>0.0003

<0
Skalierungsfaktor 1 -

=->0.002

L

Skalierungsfaktor 1 -

10 15
Zeit t in ms
v=05 A=025 At =0087ms

0

Abbildung 4.9: Translatorische Pseudolast fiir die innere Energie nach dem
adjungierten Losungsschema ,erst diskretisieren — dann differenzieren
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Die in Abbildung 4.10 dargestellte Adjungierte ist im Vergleich zur Adjungierten
nach dem adjungierten Losungsschema ,erst differenzieren — dann diskretisieren*
qualitativ glatter, auch wenn prinzipiell ein dhnlicher Verlauf vorliegt. Aufgrund
der fehlenden Materialinformation kann hier nicht ausgeschlossen werden, dass der
unruhigere Verlauf mit der Vereinfachung in Voraussetzung 4.5.1 begriindet werden
kann.

| Aoy in mm/ms

— (X = (115.6, ~18.75, o‘o)T)

0 10 15 20 25
Zeit t in ms 10-fache Vergoflerung

Abbildung 4.10: Adjungierte der inneren Energie (,erst diskretisieren — dann
differenzieren®) zu ausgewdhlten Zeitpunkten als Fliache dargestellt (10-fach
vergroBert im Verhaltnis zur Grofie des Kragtrigers), Kurven fir die dritte

Komponente der Adjungierten aller Punkte

4.5.2 Verschiebung eines Einzelpunktes

Damit im Falle einer elastischen Riickfederung die maximale Verschiebung eines
Punktes zu einem beliebigen Zeitpunkt erfasst werden kann, wird das Verschie-
bungsfunktional mit einer Abwandlung der p-Norm fiir Funktionen konstruiert.
Dazu betrachten wir den Punkt X, in Abbildung 4.11a, dessen maximale Verschie-
bung in Richtung v im Funktional erfasst werden soll (maxte[o’T] u(X,,t)- v).
Diese Verschiebung konstruieren wir mit

P

Ju(u(0)) = %/T<u(X,t)-v‘x:X*>pdt . (4.83)
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Dieses Funktional entspricht nicht exakt der Definition der p-Norm fiir Funktio-
nen. Die Abwandlung durch den Faktor % sorgt dafiir, dass das Funktional die
Dimension einer Verschiebung hat. Auf den Betrag wird zugunsten der Stetigkeit
der Ableitung nach der Verschiebung verzichtet. Je groBer der Exponent p gewéhlt
wird, desto stérker werden grofie Verschiebungen gewichtet. Dem Exponenten
sind nur numerische Grenzen durch die Darstellbarkeit der Zahlen gesetzt. Die
Topologische Ableitung des Punktes 7.7, (Xo) gibt dann an, welchen Einfluss die
Existenz des Punktes X auf die Verschiebung des Punktes X, in Richtung v
hat.

In Abbildung 4.11b ist der Effekt des Exponenten fiir eine einfache Funktion
aufgezeigt. Der Graph der Funktion ist als schwarze dicke durchgezogene Linie
dargestellt. Die blauen Linien zeigen die Graphen der Funktion hoch p. Fir p =4
ist das Integral als Flache unter dem Graphen skizziert. Der Wert des Funktio-
nals i fé (f())? dt ist fiir die verschiedenen Exponenten p = 3,4,5 jeweils als
horizontale schwarze Linie eingezeichnet. Durch den zeitlichen Gewichtungsfak-
tor % liegt der Wert des Funktionals nicht auf dem maximalen Funktionswert. Bei
der Verwendung des Funktionals als Restriktion in der Optimierung muss also ein
Grenzwert entsprechend angepasst werden.

2, p
a4
O). 4
\V . r - —10° 0
0 2 4
t
(a) Ort und Richtung der (b) Abgewandelte p-Norm am Beispiel einer Funktion

Einzelpunktverschiebung

Abbildung 4.11: Konstruktion der maximalen punktuellen Verschiebung

Wir betrachten zunéchst die zeitliche und rdumliche Diskretisierung des Funk-
tionals, da diese Diskretisierungen auch fir die Ermittlung der Pseudolasten des
Losungsschemas ,erst differenzieren — dann diskretisieren benotigt werden. Im An-
schluss an die Berechnung der expliziten Ableitung werden noch die Pseudolasten
fiir das Losungsschema ,erst diskretisieren — dann differenzieren® bestimmt.
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Die rdumliche Diskretisierung geschieht mit einem Vektor 1 = (0 vl O)T7
bei dem an den Freiheitsgraden des Knotens X, die entsprechenden Eintrage des
Richtungsvektors v stehen, ansonsten sind alle anderen Eintrdge gleich null. Das
zeitlich wie rdumlich diskretisierte Verschiebungsfunktional wird damit zu

1
1 m P
Ju = (T 3 w® (lTu(k))p) . (4.84)
k=0

Fir die implizite Ableitung des Funktionals 7, wird zundchst mit der Kettenre-
gel und dem Satz tiber die differenzierbare Abhangigkeit vom Parameter (siehe
Anhang B.3) differenziert

1 —p T p—1
— 5 Ju(u(2))! b/(u(X,t)~v’X:X*) Vop(X)|_y dt. (485)

Das Funktional 7, (u (£2)) in (4.85) wird durch die diskretisierte Form aus (4.84)
ersetzt. Die raumliche Diskretisierung im verbleibenden Zeitintegral erfolgt eben-

falls mit dem Vektor 1:
(k) (1T \ Pt
[P _ e (Ta®)
o I(n) T Ju

Das Verschiebungsfunktional ist nicht explizit abhéngig vom Gebiet {2 und damit

auch nicht explizit vom Formparameter r. Die explizite Ableitung des Verschie-

a@) .
E

bungsfunktionals ist folglich

or
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Fir die Ermittlung der Pseudolasten fiir den Zeitpunkt k& des adjungierten Losungs-
schemas ,erst diskretisieren — dann differenzieren ergibt sich durch Differenziation
des diskretisierten Funktionals (4.84) nach der Verschiebung u®) mit der Ketten-
regel

aju 11 & (n) (1T, (n)\P %71 L (k) (1T k) p=lar
=5 (2 55" ()] @)

(B) (1T \ P
:“T ( ; ) 1 (4.86)

Die Pseudolasten der beiden adjungierten Losungsschemata unterscheiden sich
nicht, da im Funktional nur eine Verschiebungsabhéangigkeit gegeben ist. Zum
Zeitpunkt der maximalen Verschiebung ist auch die Pseudolast maximal. Je gréfer
der Exponent p, desto schneller werden die Pseudolasten kleiner.

Resultat 4.5.2 (Ableitungen des Verschiebungsfunktionals).

Die Endwerte der Adjungierten und der adjungierten Geschwindigkeit fiir das
Losungsschema ,erst differenzieren — dann diskretisieren* sind aufgrund der
Unabhéangigkeit des Verschiebungsfunktionals von der Geschwindigkeit und
Beschleunigung gleich null:

A =AM o,

Die implizite Formableitung des Verschiebungsfunktionals in stetiger Form und
damit die Pseudolasten fiir das adjungierte Losungsschema ,erst differenzieren
— dann diskretisieren in Resultat 4.3.3 (Seite 96) und die Pseudolasten fir
das adjungierte Losungsschema ,erst diskretisieren — dann differenzieren” in
Resultat 4.4.2 (Seite 104) unterscheiden sich nicht:

=il
95, \©  w® (1Tu®)?
k _ u _
[P )]w)_(au(k)) == 1. (4.87)

Die adjungierte Beschleunigung wird mit der Pseudolast zum Endzeitpunkt
aus (4.53) ermittelt:
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Mit der expliziten materiellen Ableitung kann der funktionalspezifische Teil der
Topologischen Ableitung in stetiger Form in (4.33) fiir alle Punkte identisch
null bestimmt werden:

liy (W) (%)E ~0. (4.88)

Das Verschiebungsfunktional hat die Dimension der Verschiebung dim (.7,) = L.
Die zum Verschiebungsfunktional gehérige Adjungierte (mit dem unteren In-
dex u gekennzeichnet) hat dann entsprechend zu (4.19) auf Seite 85 die Dimen-
sion dim (X,) =T-M"".

Die hier gezeigte Modellierung ist nur eine von vielen Moglichkeiten zur Bestim-
mung der Verschiebung eines Einzelpunktes. Wie an der beispielhaften Funktion
in Abbildung 4.11b schon zu erkennen ist, muss bei der Anwendung der Verschie-
bungsverlauf und die Rolle des Funktionals in der Optimierung beriicksichtigt
werden. Treten Verschiebungen entgegen der Messrichtung v auf, muss in der
Modellierung definiert werden, wie diese bewertet werden sollen. Die Schwierig-
keit der Konstruktion des Funktionals liegt dabei mehr bei der kontinuierlichen
Beschreibung als bei der zeitlichen Diskretisierung. Statt der Verschiebung eines
FEinzelpunktes, kann im diskretisierten Vektor 1 im Falle einer Schalenmodellie-
rung auch ein rotatorischer Freiheitsgrad gemessen werden und dessen maximale
Verdrehung als Funktional dienen.

Anmerkung 4.5.2 (Verschiebung linear elastisch). Das Verschicbungsfunktional
kann in der zeitunabhdngigen Form ohne die zeitliche p-Norm formuliert werden

T — u (X) 'V|X:X* .

Die explizite Ableitung ist wie bei der zeitlichen Form ebenfalls gleich null

lin
(02) _
or Jp

Fuir die implizite Ableitung verbleibt letztendlich nur der Vektor am Verschiebungs-

punkt

a\z}in
( or )1 =v-¢(X) ‘x:x*'
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Beispiel 4.5.2 (Pseudolast und Adjungierte des Verschiebungsfunktionals).

In Abbildung 4.12 ist die Biegung eines Kragtrigers zu sehen. Fiir die Verschiebung
des rot markierten Punktes in negativer es-Richtung werden die Pseudolasten —%
mit (4.86) fiir p = 5 ermittelt. Da diese bereits das Integrationsgewicht w*® beinhal-
ten, ist der Pseudolastvektor zum Endzeitpunkt mit der Trapezregel und konstanter
Zeitschrittweite At®) = 0.087 ms nur halb so groff, wie zum vorletzten Zeitpunkt.
Die Pseudolastvektoren sind fiir ausgewéhlte Zeitpunkte als blaue Pfeile in Abbil-
dung 4.12 aufgetragen. Der Pseudolastvektor wirkt immer an der Stelle des Punktes,
dessen Verschiebung vom Funktional erfasst werden soll. In der Abbildung sind diese
Vektorpfeile auf der unverformten Geometrie passend zum Diagramm dargestellt.
An der Darstellung des Beispiels ist gut zu erkennen, dass die duflere Belastung
des Anfangsrandwertproblems unerheblich fiir die Berechnung der Pseudolasten ist,
sondern nur der Verschiebungszustand bendtigt wird.

ju
duk)

ceeug (x* — (150.0, —37.5,0.0)T)

o

@ NS g

o g4,
k
00 ouk)

10 15
Zeit t i
v = (0.0,0.0, - 1.0)7 b s

—ju(p=5.0)=-509 mm max u-v=069.1 mm
t€[0,25)

Abbildung 4.12: Verschiebungsfunktional und Pseudolasten am Beispiel eines
Kragtragers

In Abbildung 4.13a ist die Losung der Adjungierten nach dem adjungierten Lo-
sungsschema ,erst differenzieren — dann diskretisieren* mit dem Exponenten p =5
dargestellt als Verschiebung (also als graue verformte Fliche), da so alle trans-
latorischen Komponenten \,, gleichzeitig erfasst werden kénnen. Zum Endzeit-
punkt 7' = 25 ms ist die Adjungierte gleich null. Beispielhaft ist fiir einen aus-
gewéhlten Punkt X = (115.6,—18.75,0.0)7 des Kragtrigers, der nicht der Ein-
zelverschiebungspunkt ist, die dritte Komponente der Adjungierten \,, als griine
Kurve dargestellt. Der Punkt selbst ist als griiner Punkt hervorgehoben. Da bei
der Verschiebungsdarstellung der grauen Fliachen alle Richtungen berticksichtigt
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werden, liegen die griinen Punkte zum Teil neben der Kurve auf gleicher Hohe.
Im Hintergrund sind die dritten Komponenten der Adjungierten aller Punkte des
Kragtragers dargestellt.

200

— (X = (115.6, —18.75,0.0)T)

0 5 10 15 20 25
Zeit t in ms

(a) ,erst differenzieren — dann diskretisieren®

— A (X = (115.6, —18.75,0.0)T)

0 5 10 15 20 25
Zeit t in ms

(b) ,erst diskretisieren — dann differenzieren*

Abbildung 4.13: Adjungierte des Verschiebungsfunktionals zu ausgewéhlten
Zeitpunkten als Flache dargestellt und Kurven fir die dritte Komponente der
Adjungierten aller Punkte mit dem Exponenten p =5
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Verglichen mit dem Losungsschema ,erst diskretisieren — dann differenzieren® in
Abbildung 4.13a kann qualitativ kein Unterschied der Adjungierten ausgemacht
werden. Der vorhandene quantitative Unterschied kann schon in der Berechnung des
Endwertes erfasst werden. Wahrend nach dem adjungierten Losungsschema ,erst
differenzieren — dann diskretisieren® die Adjungierte zum Endzeitpunkt fir alle
Punkte gleich null ist (A" = 0), wird dic Adjungicrte zum Endzeitpunkt nach ,erst
diskretisicren — dann differenzieren® aus der allgemeinen Endwertdefinition (4.62)
mit der Pseudolast zum Endzeitpunkt (4.87) durch

A1(lm) _ _l

<1Tu(m) >p1 (K(m)) -t 1
T\ Ju

berechnet. Im Verhaltnis zum weiteren Verlauf der Adjungierten ist der Unterschied
zwischen den beiden Losungsschemata gering.

4.5.3 Volumen des Korpers

Fiir die klassische Kostenfunktion der Masse, respektive des Volumens Jy = ||
des Korpers, kann die Topologische Ableitung entweder direkt mit der Formablei-
tung (4.5) des Gebiets mit der Aussparung und den Ableitungen der Volumina
der Ausschnittsfunktionen (4.11) und (4.12) durch

0T (O\ (X)) o —
=  —a (12 = |er(X0))
0 0 o
= 2] — ar Cr(XU))
—2mrh fiir Zylinder-,

—2(d — Dard=t  fiir Kugelaussparungen,

bestimmt oder ebenso konsistent mit der materiellen Ableitung der Definition des
Volumens 3.1.5 hergeleitet werden:

i [ (e X0)]) 0 _
TIv(Xo) —1’1&1 (dr) </0r1d01/,_1df) =—1.

2

=0
Fiir die Berechnung der Sensitivitat ist in diesem Fall keine adjungierte Losung
und auf Grund der rdumlichen und zeitlichen Konstanz auch keine diskrete For-
mulierung erforderlich.
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Resultat 4.5.3 (Ableitung des Volumens).
Die Topologische Ableitung des Volumens kann direkt ohne adjungierte Rech-
nung angegeben werden

Die Ableitung ist also negativ und konstant fir alle Punkte des Gebiets.

4.6 Zusammenfassung der analytischen Herleitung

Wir haben in diesem Kapitel zunéchst die Topologische Ableitung aus der Formab-
leitung entwickelt, so dass mit der materiellen Ableitung die Adjungierte Methode
angewendet werden kann. Die impliziten Ableitungsteile der materiellen Ableitung
werden dabei mithilfe der Adjungierten eliminiert.

Diese wird dazu entweder mit dem adjungierten Losungsschema ,erst differenzieren
— dann diskretisieren“ in Algorithmus 2 oder mit dem adjungierten Losungsschema
serst diskretisieren — dann differenzieren in Algorithmus 3 berechnet. Die beiden
Vorgehen unterscheiden sich in der Konzeption der adjungierten Losung.

Beim adjungierten Losungsschema ,erst differenzieren — dann diskretisieren® wird
mit partieller Integration im Zeitbereich eine rein analytische Formulierung eines
Endwertproblems entwickelt, die dann mit einem Zeitintegrationsschema diskret
gelost wird. Als Zeitintegrationsschema wird dabei, wie fur die Losung des An-
fangsrandwertproblems auch, die implizite Zeitintegration verwendet.

Im Gegensatz dazu wird beim adjungierten Losungsschema erst diskretisieren —
dann differenzieren® das Zeitintegrationsschema schon zur Entwicklung des End-
wertproblems der Adjungierten verwendet. Die unterschiedlichen Losungsschemata
lassen sich nicht ineinander iiberfiihren.

Die Topologische Ableitung selbst wird dann aus den verbleibenden expliziten
Ableitungsteilen der materiellen Ableitung ermittelt.

Fir drei Funktionale im Speziellen wurden die Pseudolasten fiir die adjungierten
Losungsschemata sowie die Topologische Ableitung entwickelt, so dass diese bis
auf verbleibende Randintegrale ausgewertet werden kann. Die Berechnung dieser
Randintegrale ist in rein analytischer Form nicht moéglich. Im nachsten Kapitel
wird daher eine Moglichkeit vorgestellt, um die Integrale numerisch auszuwerten.
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Durch die Linearitdt der adjungierten Losungsvorschriften kénnen die Adjungier-
ten zu mehreren Funktionalen simultan in einer Riickwéarts-Rechnung ermittelt
werden. Der numerische Aufwand ist bei der Riickwartsrechnung geringer als bei
der Losung des Anfangsrandwertproblems. Werden schon invertierte Matrizen der
Vorwértsrechnung gespeichert, kénnen diese bei der adjungierten Riickwértsrech-
nung den Losungsprozess nochmals beschleunigen. Allerdings steht die Speicherung
der Matrizen und damit die Geschwindigkeit der Losung immer im Konflikt mit
dem bendétigten Speicherplatz. Die Adjungierte ist abhidngig vom Funktional, aber
nicht von den Entwurfsvariablen. Mit der adjungierten Losung ist prinzipiell die
Berechnung verschiedener Sensitivitdten wie beispielsweise der Formableitung oder
der Sensitivitdt beziiglich der Schalendicke moglich, sofern fiir diese auch explizite
Beschreibungen vorliegen.

Der Unterschied der beiden Lésungsschemata wird auch in Jensen et al. 2014 und
in Fernandez und Tortorelli 2018 an Beispielen mit Feder-Masse-Schwingern mit
einem und zwei Freiheitsgraden untersucht. Dem adjungierten Losungsschema
serst differenzieren — dann diskretisieren wird dabei eine , Inkonsistenz“ bei der
Uberpriifung mit dem Differenzenquotienten bescheinigt. Eine Begriindung fiir
diese Abweichung kann in der Literatur aktuell nicht gefunden werden.

Welche Gleichgewichte letztendlich mit Lagrange-Multiplikatoren zum erweiter-
ten Funktional gehoren sollten, wird in der Literatur zur nichtlinear transien-
ten Sensitivitdtenberechnung unterschiedlich gehandhabt. In Ivarsson et al. 2018
wird beispielsweise das konstitutive Materialgesetz mit einem eigenen Lagrange-
Multiplikator zur Lésung der adjungierten Gleichung verwendet. In Jung und Gea
2004 wird zusétzlich noch die Definition des Green-Lagrangeschen Verzerrungsten-
sors aus (3.9) mit einem eigenen Lagrange-Multiplikator verschen.

Fiir die Berechnung der Pseudolasten der inneren Energie fiir das adjungierte Lo-
sungsschema ,erst differenzieren — dann diskretisieren“ musste eine Besonderheit
der Materialformulierung angenommen werden. Diese vereinfachende Vorausset-
zung 4.5.1 der Zeitabhangigkeit des 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors auf
Seite 110 ist durchaus diskutabel und muss zukiinftig mit einer besseren Kenntnis
der Materialformulierung ersetzt werden. In den Pseudolasten des adjungierten
Losungsschemas ,erst diskretisieren — dann differenzieren® ist diese Vereinfachung
nicht vorhanden.
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Algorithmus 2 Berechnung der adjungierten Losung nach ,erst differenzieren —
dann diskretisieren®
1 For alle Zeitpunkte k = 0,...,m Do
2 Berechne funktionalspezifische Pseudolasten [P(k)]
nach (4.87) und (4.76)
End For

Setze Endwert der Adjungierten A" nach (4.51)
(m)

5 Setze Endwerte adjungierten Geschwindigkeit A "
nach (4.52) und (4.53)

beispielsweis
() Peispielsweise

- W

und Beschleunigung ')'\(m)

6 For k=m,...,1 Do

7 Berechne Adjungierte A*~Y nach (4.50)

8  Berechne adjungierte Geschwindigkeit A4 nach (4.47)
9  Berechne adjungierte Beschleunigung ')'\(kil) nach (4.48)
10 End For

Algorithmus 3 Berechnung der adjungierten Losung nach ,erst diskretisieren —

dann differenzieren*
1 For alle Zeitpunkte k = 0,...,m Do

2 Berechne funktionalspezifische Pseudolasten %
weise nach (4.87) und (4.81)

, % und % beispiels-

3 End For
4 Setze Endwert der Adjungierten A™ nach (4.62)
5 Setze Endwerte der Lagrange-Multiplikatoren A" und A" nach (4.63)

und (4.64)
6 For k=m—1,...,1 Do
7 Berechne Adjungierte A*) nach (4.59)
8  Berechne Geschwindigkcits—Lagrangc—Multiplikator)\(f) nach (4.61)
9  Berechne Verschiebungs-Lagrange-Multiplikator )\Elk) nach (4.60)
10 End For
11 Berechne Anfangswert A”) nach (4.65)







5 Numerischer Losungsansatz fiir
die Randintegrale der
Topologischen Variation

Bei der Herleitung in Kapitel 4 wurde bis auf die Auswertung der Randintegrale der
expliziten materiellen Ableitung auf dem Aussparungsrand ein rein analytisches
Berechnungsschema fiir die Topologische Ableitung entwickelt. Ziel dieses Kapitels
ist es, diese Randintegrale so weit wie moglich analytisch zu lésen und, wann
immer das nicht mehr méglich ist, ein numerisches Berechnungsmodell anzugeben.
Vereinfachende Annahmen, die den Berechnungsmodellen zugrunde liegen, werden
dabei besonders hervorgehoben und am Schluss dieses Kapitels hinsichtlich des
Verbesserungspotenzials diskutiert.

Die Ableitung der gemischt adjungierten Energie (4.35) und die explizite Ableitung
der inneren Energie (4.80) beinhalten den 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungsten-
sor S auf dem Rand der Aussparung. Hierfiir ist bei grofien Verzerrungen und
nichtlinearem Materialverhalten keine analytische Beschreibung bekannt. Fiir die
Entwicklung eines Berechnungsmodells wird im ersten Teil dieses Kapitels die
analytische Beschreibung der Spannungen auf dem Aussparungsrand bei kleinen
Verschiebungen und Verzerrungen und linear elastischem Materialverhalten er-
lautert. Anhand dieser Beschreibung kann mit dem Ubergang zu nichtlinearem
Materialverhalten die Grenze der analytischen Spannungsfunktionen aufgezeigt
werden. Aus einer phianomenologischen Materialbeschreibung werden geeignete
Materialinterpolationen und damit auch Berechnungsmodelle fiir die Ableitung der
gemischt adjungierten Energie und fiir den expliziten Ableitungsterm der inneren
Energie entwickelt, die aus der analytischen Spannungsfunktion hervorgehen.

Fir die Ableitungen des Dampfungsterms, des Tragheitsterms und der Volumen-
kréfte werden am Ende des Kapitels eigene Vereinfachungen gezeigt.
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5.1 Randintegrale unter linear elastischem
Materialverhalten und kleinen Verschiebungen

Die kompakte Herleitung der Spannungen auf dem Rand einer Topologischen
Variation erfolgt in der Theorie kleiner Deformationen und linear elastischem
Materialverhalten. Zunéchst werden die Schnittgrofien definiert, die das Span-
nungsfeld um einen Lochausschnitt beschreiben. Durch Superposition von Scheiben
und Plattenbelastung und mit Resultaten der hoheren Elastizitétstheorie kann auf
die Spannung in Umfangsrichtung am Lochrand geschlossen werden. Die Grenzen
der linear elastischen Formeln werden bei Uberschreiten der FlieBgrenze durch die
Kerbwirkung des Lochs aufgezeigt.

5.1.1 SchnittgroBen der Schalenformulierung

Wir betrachten das infinitesimale zylindrische Loch um den Punkt X in einem
Schalen-Kérper. Das Einbringen der Aussparung ist eine Stérung des homogenen
Spannungszustands in dem Schalenausschnitt, der durch die Kréfte f.., fzy und fy,
und Momente mg;, Mgy, und my, in Abbildung 5.1 freigeschnitten wird. Der
Ausschnitt ist dabei sehr grof§ im Verhéltnis zum Dimensionierungsparameter 7.
Wir nennen diesen Ausschnitt Mikrozelle, da er das mechanische Verhalten auf
mikroskopischer Ebene abbildet. Alle Groen der Mikrozelle werden auf das lokale
Basissystem £°¢ = {elloc, ele, N} bezogen angegeben, dessen Konstruktion mit
den kovarianten Basisvektoren in (3.52) angegeben wird.

I'y
I'p

€3

€1 €2

Abbildung 5.1: Charakterisierung des Lochrands durch Schnittgréen
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Die Schalenformulierung ist im linear Elastischen einfacher als dies in Abschnitt 3.3
dieser Arbeit fir Schalen allgemein erldutert wurde: Wahrend im linear Elasti-
schen bei der Uberlagerung oder auch Superposition der Plattenbiegesteifigkeit
und der Steifigkeit fiir den ebenen Spannungszustand das Schalenelement auf
ein Plattenbiegeelement plus ein Element fiir den ebenen Spannungszustand re-
duziert wird, sind Plattenbiegung und Membranspannung bei der allgemeinen
Schalenformulierung in Abschnitt 3.3 gekoppelt.

Anhand der ausgewéhlten Schnittgrofien ist zu erkennen, dass im Folgenden als
vereinfachende Annahme hier der ebene Spannungszustand in der Schale verwendet
wird, bei dem kein Elastizitatsgesetz fiir die transversalen Schubspannungen o,
und o, existiert.

Die SchnittgroBen werden wie folgt berechnet: Die aus den Spannungen resul-
tierenden Momente pro Langeneinheit werden durch Integration der Spannung
mal Hebelarm, das ist die Dickenkoordinate z, beziiglich der Dickenkoordinate
gewonnen:

h

2

h
Oppzdz, my, = /O'yyZdZ und Mgy = /nyzdz. (5.1)

—ul>

h h h
-3 -3 -3
Die resultierenden Kréafte pro Lingeneinheit werden durch die Integration der
Spannung beziiglich der Dickenkoordinate berechnet:

h
2

h h
3 ] 5
Sz = / Opedz,  fyy = / oyydz und  fo, = /amy dz. (5.2)
h h
-3 -5

Zh
2

Die SchnittgroBen werden aus dem Cauchyschen Spannungstensor berechnet, da
dieser die wahre Spannung, also Kraft pro tatsichliche Fliche, umfasst. Bei kleinen
Verschiebungen gehen Bezugs- und Momentankonfiguration ineinander iiber und
die Verzerrungs- und Spannungsmafle werden nicht mehr unterschieden.

Die Berechnung der Schnittgréfien aus den Spannungen erfolgt auf Basis der
finiten Elemente durch numerische Integration an den Dickenintegrationspunkten
mit den Integrationsgewichten aus der Schalenformulierung, die beispielsweise in
Tabelle 3.2 auf Seite 62 angegeben sind.

5.1.2 Analytische Losungen der Spannungen am Lochrand

Sowohl fiir ein Loch in einer Platte unter Momentenbelastung als auch fiir ein Loch
in einer Scheibe unter Membranspannung existieren analytische Losungen fur die
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Spannung am Lochrand. Da der Rand der Topologischen Variation belastungsfrei
ist, treten am Lochrand keine Schub- und Normalspannungen auf, sondern nur
Spannungen in Umfangsrichtung. Wir leiten an dieser Stelle die Spannungen am
Lochrand aus den Schnittgréfien (5.1) und (5.2) her.

Schreibweise (Scheiben- und Plattenanteil). Wir fithren nun eine Dekomposition
der Spannungen in einen Scheiben- (S) und einen Plattenanteil (P) durch. Die De-
komposition erfolgt in einen in der Dickenkoordinate konstanten Spannungsteil, den
Scheibenspannungsanteil o, . und einen Anteil linear in der Dickenkoordinate,
den Plattenanteil 044, (2):

008 (2) = Oapp, (2) + Tagg -

Die Indizes o und 3 stehen fiir die ebenen Schub- und Normalkomponenten
des Spannungstensors. Diese Dekomposition ist in Abbildung 5.2 schematisch
dargestellt.

Abbildung 5.2: Spannungsdekomposition

Aufgrund des linearen Elastizitatsgesetzes, ist die Spannung linear iiber die Plat-
tendicke verteilt. In der Literatur wird daher oft das resultierende Moment durch
cine Spannung an der Plattenoberseite ausgedriickt

h 6map
Tafp (Z = 5) = ne (53)
Die lineare Verteilung
h\ 2 6103 2 12mag
Tappy (Z) = OaBp) <Z = 5) EZ = 12 EZ = 13 z (54)
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erzeugt bei der Integration in (5.1) genau das Moment m,3, aber bei der Integration
in (5.2) keine Kraft. Der konstante Scheibenanteil der dufleren Spannung wird
ermittelt durch den Mittelwert der Spannung iiber die Scheibendicke

_ fu{ﬁ

Uaﬂ(g) - h . (55)

Der Scheibenanteil erzeugt bei der Integration der Spannung in (5.2) die Kraft fqs,
bei der Integration in (5.1) aber kein Moment.

Wir betrachten zunéchst den Plattenanteil und dessen Einfluss auf die Span-
nung am Lochrand. Die gesamte Plattenbelastung der Mikrozelle wird durch
Superposition der elementaren Momente wie in Abbildung 5.3 gewonnen.

m, m
Y fﬂyy T Y
MW -
: ] m i
| m 2/ irr :
May || | rx ‘
| : Ty Mgy Mgy
Myt : My 3
It | T e e e ]
ey’ My —

Abbildung 5.3: Resultierende Momente durch Superposition elementarer Momente

Zur Beschreibung der Spannungen und Momente auf dem Rand der Aussparung
ist die Verwendung des lokalen Zylinderkoordinatensystems

cos ¢ —sinp
1 .
Z¢ = sinp |, cosp |, N
glo(‘ 0 gloc 0

von Vorteil.

Schreibweise (Grofen im Zylinderkoordinatensystem). Die Krifte, Momente und
Komponenten der Spannungen und Verzerrungen im lokalen Zylinderkoordinaten-
system Z1°° werden mit den Polarkoordinaten-Indizes 7 in radialer Richtung und ¢
in Umfangsrichtung gekennzeichnet. Die Komponenten des Spannungstensors und
die Momente sind in Abbildung 5.4 gezeigt. Die Richtung des Zylinderkoordina-
tensystems ist ortsabhéngig von der Umfangskoordinate ¢ und nicht raumfest.
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P Mo mg g
7 TP My ro
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€r e,
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(a) Spannungen im zylindrischen (b) Momente im zylindrischen
Koordinatensystem Koordinatensystem

Abbildung 5.4: Lokales Zylinderkoordinatensystem

Mit der Methode der komplexen Potentiale kann nach Sawin 1956 von den dufleren
Momenten auf die Momente am Lochrand geschlossen werden. Unter Verwendung
der Kirchhoffschen Plattentheorie ist das Moment am Lochrand my,, n im Zylin-
derkoordinatensystem unter reiner Biegebelastung durch das Biegemoment my,
mit 2(1+v)

Meo|p = Max {1 - T;

gegeben. Der griechische Buchstabe v steht dabei fiir die Querkontraktion, dies ist

coS 24,0}

hier der einzige benétigte Materialparameter. Fiir die zweite Momentenbelastung
durch das Biegemoment m,, wird lediglich eine Koordinatentransformation von ¢
benotigt. Bei Belastung durch das Torsionsmoment my, in Abbildung 5.3 rechts
entsteht am Lochrand das Moment

4(1+v)
Meop|p = mryﬁ

S

sin2¢p.

Durch Superposition der Momente 1.z, My, (aus mq, um Ap = § verdreht) und
des Torsionsmoments my, ergibt sich ein Moment am Lochrand von

2(1+v)
My r = Myy |:1 — 3{»71/ COS 299:|
2(1 4(1
+ My, {1 + % cos2p| + mxy% sin2¢. (5.6)

Daraus wird mit der in der Dickenkoordinate linearen Verteilung der Spannung
wie in (5.4) auf die Umfangsspannung am Lochrand geschlossen, die genau das
Moment mw‘l, erzeugt:

my
Tope) (£52) )F, =12 hng' (5.7)
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Da der Lochrand belastungsfrei ist, konnen keine Normal- und Schubspannungen
auftreten, wodurch auch kein Torsionsmoment m,, und kein Moment um den
Lochrand m,., entstehen kann.

Fiir die Scheibenbelastung wird von der Spannung 0,3, ., auf die Spannung in Um-

Bs)
fangsrichtung am Lochrand geschlossen. Die Spannung in Umfangsrichtung entlang
des Lochrandes unter einachsigem Zug kann mit der Airyschen Spannungsfunktion

wie in Becker und Gross 2002 hergeleitet werden:

Tops) (¥) ‘F,» = 04z [1 — 2c082¢] .

Eine aufwéndige Herleitung mit der Methode der komplexen Potentiale ist dafiir
nicht erforderlich. Der allgemeine ebene Spannungszustand oy, Oyy s, und ogy o
wird durch die vier superponierten Spannungszustinde in Abbildung 5.5 zusam-
mengesetzt. Dies sind die Spannung durch einachsigen Zug o, (Abbildung 5.5
unten links), die um Ay = T gedrehte einachsige Spannung o,, (Abbildung 5.5
unten, 2. von links) und die Zug- und Druck-Spannung (Abbildung 5.5 unten

rechts), die den reinen Schub ersetzen. Der reine Schub wird mit der Normal-

spannung o, um Ap = 7 gedreht und der Normalspannung —oz, um Ap = —7
gedreht erzeugt.
Oyy Oxy
7 mmﬁm LTy
=TT \ == ST T VT
=} = = = | M t
-~y O H— = «— O §::+ O oyt O Howy
=t = = = o i
D s 1S TR - NN | S it
& T L TR
eloc zz Tyy
1 " % N
o 7 THHHH Al o o
= = . S RN \
= = BN A e
== O —+i O+ G b+ 4 Com A
= = | A SR
= = N N
mmum 7 RN

Abbildung 5.5: Uberlagerung der Spannungszustinde um den allgemeinen
Spannungszustand abzubilden
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Die Superposition aller Umfangsspannungen der Scheibenbelastung liefert die in
der Dickenkoordinate konstante resultierende Umfangsspannung

Tps) (P) (“ = 045 [1 — 2008 2¢] + 04y [1 + 2 c0s 2] — 40y, sin 2¢. (5.8)

Die gesamte Spannung in Umfangsrichtung wird aus dem Scheiben- und dem
Plattenspannungsteil (5.8) und (5.7) superponiert. Auch am Lochrand ergibt sich
damit eine Zusammensetzung aus einem linearen und einem konstanten Teil, wie
in Abbildung 5.6 dargestellt:

Tpp (0, 2) ‘r,. = T (#) ‘r,. T pp) (#,2) e (

Abbildung 5.6: Additive Berechnung der Spannung am Lochrand

Anmerkung 5.1.1 (Spannung in der Umgebung des Lochs). In der Literatur werden
prinzipiell zwei Vorgehen bei der Herleitung der Topologischen Ableitung verwendet
(van Dijk etal. 2013): Sokotowski und Zochowski 1999 verwenden zwar auch die
Verbindung zur Formableitung, jedoch wird das Randintegral in der materiellen
Ableitung (4.10) nicht ausgewertet, sondern wird mit dem Ubergang zum Limes
der Topologischen Ableitung null, wenn die innere Funktion z beschrankt ist. Die
Auswertung der zweiten Ableitung bringt dann die Topologische Ableitung. Aller-
dings ist dafir die Spannungsauswertung nicht nur auf dem Lochrand, sondern
auch in einer Umgebung des Lochs notig. Diese Methode ist mittlerweile in der
linearen Theorie weiter verbreitet, da die analytischen Lésungen fir alle Span-
nungskomponenten in der Umgebung des Lochs existieren.

Bei Eschenauer etal. 1994, Céa etal. 2000 und Burger et al. 2004 beispielsweise
wird die Sensitivitdt tber die Formableitung eines infinitesimalen Lochs direkt
verwendet, so wie das auch in dieser Arbeit geschieht.
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5.1.3 Linear elastisches Materialverhalten

Fiir die Ermittlung der Spannungsverteilung wurde von den Materialeigenschaften
bis zu diesem Punkt nur die Querkontraktion v bendtigt. Fiir den Zusammenhang
zwischen Spannungen und Verzerrungen betrachten wir nun das Elastizitdtsge-
setz.

Der lineare Zusammenhang zwischen dem Spannungstensor o und dem linearisier-
ten Verzerrungstensor € wird durch die konstitutive Gleichung

o (u) = Ce (u) (5.10)

mit dem Elastizitatstensor C beschrieben.

Schreibweise (Tensoren vierter Stufe). Tensoren vierter Stufe, wie der Elastizitéts-
tensor C, werden mit Doppelstrich geschrieben, der Einheitstensor vierter Stufe
mit 1.

Verschiedene Symmetrieeigenschaften reduzieren die Anzahl der unabhingigen

Komponenten des Elastizitéitstensors C von 3* auf 21 und erlauben eine Darstellung

mit den Laméschen Konstanten ¢ und p:

1

C71 - |1— 1/1 :
20 2p+ dyp

mit p = ﬁ und ¢ = W]LQV) und dem Elastizitdtsmodul £. Bei isotropem

Materialverhalten und aufgrund der Symmetrie des Cauchyschen Spannungstensors

kann das Elastizitétsgesetzt in Voigtscher Notation in Vektor- und Matrixschreib-

C=2u1+v(1®1), 1e1)|,

weise
Oza 1 % 5 0 0 0 Era
Tyy [ETRE S 7 0 0 yy
0| _  E(l-v) |5 % 1 0 0 0 || (5.11)
o | AE)A=2)10 0 0o L2 0 0 ||ep
Ou- 0 0 0 0 2 0 ||e.
Oy 0 0 0 0 0 =]\,

und kompakt in symbolischer Schreibweise mit der Elastizitdtsmatrix D als
o =De

geschrieben werden. Die Spannung ist bei diesem linearen Gesetz nur eine Funktion
der Verzerrung. Be- und Entlastung liegen auf dem gleichen Spannungspfad. Der
Elastizitatstensor ist konstant.
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Schreibweise (Tensoren in Voigtscher Notation). Durch die eindeutige Schreibweise
mit der Elastizitdtsmatrix D und dem Elastizitatstensor C, unterscheiden wir die
Schreibweise der Tensoren o und € nicht von der Voigtschen Notation, da die
Tensoren mit der Elastizitdtsmatrix nur in Voigtscher Notation vorliegen konnen.
Es besteht hier keine Verwechselungsgefahr.

Das Elastizitatsgesetz fiir die Kirchhoffsche Plattentheorie gleicht dem Elastizi-
tatsgesetz des ebenen Spannungszustands (ESZ). Mit den Annahmen der Schub-
starrheit €,. = ¢, = 0 und vernachldssigbar kleinen Normalspannungen in
Dickenrichtung o, eingesetzt in das Elastizitatsgesetzt (5.11), ergibt sich

O 5 1 v 0 Eax
o | =12 |V 1 0 Eyy | - (5.12)
Oy 00 1-v) \euy

=D(esy)

Dieses Materialgesetz gilt wieder nur im lokalen tangentialen Platten- beziehungs-
weise Scheibenkoordinatensystem.

Im Zylinderkoordinatensystem am Lochrand ist der Zusammenhang zwischen
Spannungen und Verzerrungen in Umfangs- und Radialrichtung entsprechend

Opr 5 1 v 0 Epr
(pr = m v 1 0 8%9 . (513)
Ore 00 1—-v) \&p

Der Elastizitatstensor fiir den ebenen Spannungszustand ist dann

1 Y(Esz)

Caszy = 21+ sy (L& 1), Ciagy =5 |1=5 27,

. o E . . ) .. . e .
mit = 557555 ) und Y(gszy = 1-.z. Die inverse Elastizitdtsmatrix des ebenen
Spannungszustands ist

1 —v 0
1
D,y ==|—
(ESZ) E 14 1 0
0 0 1+vw

womit sich die Verzerrungen in Abhdngigkeit der Spannungen ausdriicken lassen:

e =Dy0 - (5.14)
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Die Scheibenkinematik entspricht eigentlich dem ebenen Verzerrungszustand (EVZ)
und nicht dem ebenen Spannungszustand. Beim ebenen Verzerrungszustand ver-
schwinden alle Verzerrungskomponenten in Dickenrichtung: €., = €,, = g4, = 0.
Die Normalspannung o, ist im Allgemeinen von null verschieden und kann
durch die Querkontraktion aus den ebenen Spannungen berechnet werden o,, =
V(0ge + 0yy). Mit dem sogenannten Ersatz-Elastizititsmodul Egyz) = 1%2 und
der Ersatz-Querkontraktion vmyz) = 12, kann das Elastizititsgesetz fiir den
ebenen Verzerrungszustand analog zu (5.12) mit

Ozx E( : 1 V(EVZ) 0 Eax
EVZ
Op | =12 |vevy L 0 Eyy (5.15)
(EVZ)
Uzy 0 0 1-— V(EVZ) €xy

beschrieben werden (siehe Becker und Gross 2002).

Die genaue Modellierung und Berechnung von Schalen ist vom Finite-Elemente-
Berechnungsprogramm abhéangig. So gibt es Modellierungen in denen aktiv die
Querschubverzerrungen unterdriickt werden, so dass die Annahme des ebenen
Spannungszustands fiir Schalen im Linearen eine sehr gute Naherung ist (Wriggers
2001).

Die Spannungen am Lochrand sind nur durch die Querkontraktion vom Material ab-
héngig. Der effektive Unterschied der Ersatz-Querkontraktion und der Querkontrak-
tion kann im Graph der Ersatz-Querkontraktion in Abbildung 5.7 abgelesen werden.
Bei einer Querkontraktion v = 0.34 ist die Ersatz-Querkontraktion vigyzy = 0.51
und bei v = 0.5 ist vgyz) = 1.0.

Y(EVZ)
1.0
0.8
0.6

0.4

0.2
0.34

0.0 v
02 03 04 05

Abbildung 5.7: Querkontraktion ebener Verzerrungszustand
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Anmerkung 5.1.2 (Lineare Topologische Ableitung). Mit dem FElastizititsgesetz
kénnen die Pseudolasten und die Adjungierte fir die lineare Topologische Ableitung
berechnet werden: Wir betrachten dazu die impliziten Ableitungsterme im adjun-
gierten Gleichgewicht (4.39) in Anmerkung 4.3.3 auf Seite 93. Der linearisierte
Verzerrungstensor € ist linear in der Verschiebung und damit ist auch die Spannung
linear in der Verschiebung. Mit dem symmetrischen Elastizititstensor C kann das
Skalarprodukt umgeformt werden

(Jule@-en. 3) = (o o) em

— e(¢)-o(N) . (5.16)

Aus der rein geometrischen Information € (X), die von der Dimension her keine
Verzerrung sein muss sondern abhdangig vom Funktional ist, entsteht mit dem
FElastizitdtstensor eine ,Spannung® o (X), die ebenfalls nicht die Dimension einer
Spannung haben muss. Die raumliche Diskretisierung fir das Integral auf dem
Korper erfolgt mit der linearen Steifigkeitsmatriz K aus Anmerkung 3.4.1 auf
Seite 3.4.1.

Mit (5.16) beschreibt der adjungierte lineare Gleichgewichtsoperator G*™ aus (4.39)
wieder ein klassisches Randwertproblem der Form (3.33).

Im Falle linear elastischen Materialverhaltens und kleiner Verschiebungen und
Verzerrungen kann die innere Energie noch vereinfacht werden. Die Formulierung
der inneren Energie in der Momentankonfiguration mit der spezifischen Span-
nungsleistung in (4.67) geht fir kleine Verschiebungen in die Beschreibung mit
dem linearisierten Elastizititstensor €, der in (3.11) definiert wurde, dber. Mit
dem Elastizititsgesetz (5.10) kann die innere Energie ohne das Zeit- oder das
Verzerrungsintegral ausgedriickt werden:

T T

J}“://a-ddodt“:“'//a-édgdt:/ja.dsdQ
ion

0 0 20

://E'(Ca dsdQ:/é(Cs-edQ: %/cﬁsdﬂ.
20 02 £
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In diesem Zusammenhang wird die innere Energie auch als Formanderungsenergie
bezeichnet. Die Pseudo-Last der Formdnderungsenergie ldsst sich vereinfachen:

(22,3 (o -t 5) ao

2/<au 8u> (u)+U(U)~<§u€( ). gu> BL,

:% <%Ce(u)v%>'f(“)+o(u)~e(¢)d9
(]

:%/Ce (@) -e(u) +o(u) e(¢p)dR

~[ow)-e(¢) de. (5.17)
n

Das lineare adjungierte Gleichgewichtsfunktional der inneren Energie kann durch
die Pseudolast (5.16) und (5.17) eingesetzt in (4.39) angegeben werden

<G*““(>\}jn( > /0' d9+/ (A"} - e () d2 =0.

Die Léosung fiir die Adjungierte ist somit ohne weitere Berechnung
lin
A, = —u.

Fir das Verschiebungsfunktional aus Anmerkung 4.5.2 auf Seite 119 muss die
adjungierte Zustandsgleichung geldst werden. Diese ergibt sich aus der Ableitung
des um das lineare Gleichgewicht erweiterten Funktionals

<G*lin()\2n(g)7 _(])_/ ¢> —v- ¢ |X X. +/ )\hll (¢;) dsn?

~1T+ AN Ky =0.

Da die Volumenkrifte von der Verschiebung nicht abhdngen kénnen, spielen diese
bei der Losung des adjungierten Gleichgewichts keine Rolle. Die Adjungierte des
linearen Verschiebungsfunktionals ist die Losung des linearen Gleichungssystems

KA\ +1=0.
Die Dimensionen der linearen Adjungierten sind

dim (A") =L und  dim(A)") =T*-M".
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Die explizite Ableitung der inneren Energie ist
o lin
( I > / o ar. (5.18)

Damit kann die Topologische Ableitung fiir das Energie-Funktional bis auf die
Auflosung des Randintegrals schon angegeben werden

I _(d
TI" = lim
rl0

CTXO
)—2f-udl. 1
o ) 2/ ud (5.19)

Und die Topologische Ableitung des Verschiebungsfunktionals im linearen ist

— e\ -1
TI;" = —lim (dC(XO)) [o ) e(A) £ Arar. (5.20)

dr
I

Die Auflosung erfolgt speziell fiir die Schalenformulierung mit den Umfangsspan-
nungen (5.9) in den Abschnitten 5.8 und 5.4.

5.1.4 Erweiterung auf nichtlineare Problemstellungen

Betrachtet man eine Schale unter groier Durchbiegung, so kriimmt sich die Struktur
und ist dann sowohl durch Membran- als auch durch Biegespannungen gekenn-
zeichnet. Durch diese Kopplung ist die getrennte Betrachtung von Platten- und
Scheibenbelastung nicht mehr méglich. Auch die in Abschnitt 5.1.2 beschriebenen
Lochspannungen haben ihre Giiltigkeit nur unter den Voraussetzungen kleiner
Verzerrungen und linear elastischen Materialverhaltens. In diesem Abschnitt ge-
hen wir im Speziellen auf die durch nichtlineares Materialverhalten induzierte
Giltigkeitsgrenze ein.

Der sogenannte Spannungskonzentrationsfaktor! k wird durch das Verhéltnis der
maximal auftretenden Umfangsspannung am Aussparungsrand

o= = MAX e (.27 z[4,4] T ¢ (,2)

zur Spannung in der Mikrozelle ohne Aussparung oy beschrieben:

tauch ,Kerbfaktor® oder ,Formzahl“ genannt
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Exemplarisch betrachten wir eine Mikrozelle, die nur durch die Spannung o, =
09, also durch eine einachsige Zugspannung belastet wird. Der Spannungskon-
zentrationsfaktor kann aus der Formel fiir die Umfangsspannung der Scheiben-
belastung (5.8) ermittelt werden. Das Maximum nimmt die Umfangsspannung
bei ¢ = +7 an. In diesem Fall ist k = 3.

Wir diskutieren diesen Spannungskonzentrationsfaktor nun anhand des nichtlinea-
ren Materialverhaltens. Eine allgemeine Spannungs-Dehnungs-Kurve fiir duktiles
Materialverhalten mit linear elastischem Materialgesetz bis zur Fliefgrenze? o,
und isotroper Verfestigung bei plastischer Verformung bis zum Bruch ist in Ab-
bildung 5.8a skizziert. Unstetige Verldufe der Spannungs-Dehnungs-Kurve, die
beispielsweise bei weichen Stéhlen durch FlieBen nach Erreichen der Streckgrenze
auftreten, werden hier nicht berticksichtigt.

Die eingezeichnete Spannung oy erzeugt am Rand der Aussparung in der Mi-
krozelle eine maximale Umfangsspannung ¢* = 3 0y. In Abbildung 5.9a ist eine
Mikrozelle unter einachsigem Zug dargestellt. Die Einfarbung nach der von Mi-
sesschen Vergleichsspannung wird hier gewéhlt, da diese am Lochrand gleich der
Umfangsspannung ist und in hinreichender Entfernung von der Aussparung dem
homogenen Spannungszustand der dufleren Spannungsbelastung entspricht.

. o
g kopgl o\
Il
1
; Neuber-Hyperbel
1
2.2
Bruch  pgyl . kop 1
E ¢ "
. o
o*l
7/ET géJ::
oy FlieBgrenze oyl oyt
o't
P a0t 9y
ok
oo/4—"
e € e €0 e
(a) Materialkurve (b) Spannungsabschitzung bei (c) Spannungsabschiitzung bei
elastischer Grundbelastung plastischer Grundbelastung

Abbildung 5.8: Spannungsabschétzung nach Neuber

2Der Index y steht fiir die englische Ubersetzung yield stress. In der deutschsprachigen Literatur
wird zum Teil auch die Bezeichnung op verwendet (Gross und Seelig 2016).
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von Misessche Vergleichsspannung
in GPa

”yl>0.173

0.14 __
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o0 = 0.055 GPa

o9 = 0.07 GPa

(a) Kerbwirkung (b) Plastische Zone

Abbildung 5.9: Spannungsverteilung am Lochrand unter einachsigem Zug

Ubersteigt die duBlere Spannung die Grenze o > %, dann ldge nach der linearen
Theorie die maximale Umfangsspannung am Aussparungsrand oberhalb der Flief-
grenze, bei gentigend grofler Spannung oy sogar oberhalb der Bruchspannung, wie
in Abbildung 5.8b eingezeichnet. Zunéchst erzeugt die auBen angelegte Spannung
plastische Dehnung im Kerbgrund bei ¢ = +%, wodurch die Umfangsspannung
nicht auf das dreifache der d&ufleren Spannung ansteigen kann. In Abbildung 5.9b
ist die plastische Zone hervorgehoben und die maximale Umfangsspannung fiir
dieses Beispiel angegeben. Obwohl die plastische Zone klein ist, ist der Unter-
schied zwischen der erwarteten dreifachen duleren Spannung und der tatsiachlichen
maximalen Spannung sehr groff. Fir diesen Fall existiert zwar eine Néherungslo-
sung von Sawin 1956, die noch die Spannungsverteilung am Lochrand angeben
kann, allerdings nur fiir den Fall einer konstanten Fliegrenze (ideal plastisches
Materialverhalten), also ohne isotrope Verfestigung. Die Spannungsberechnungen
aus Abschnitt 5.1.2 kénnen nicht mehr zur exakten Berechnung der Integrale
herangezogen werden. Mit der Neuber-Regel (nach Neuber 1961) kann zumindest
noch eine Abschatzung der maximalen Spannung angegeben werden:

Wire die auen angelegte Spannung oy ohne das Loch noch elastisch zu ertragen,
so ergibt sich die Spannung im Kerbgrund aus dem Schnittpunkt der Neuber-

Boi1
E €

Hyperbel o = mit der Spannungs-Dehnungs-Kurve, wie in Abbildung 5.8b
skizziert.

Fiir den Fall, dass die angelegte Spannung o auch ohne Loch nicht mehr elas-
tisch ertragen wiirde, wird zunéichst ausgehend von der Spannung oy auf der
Spannungs-Dehnungs-Kurve der Schnittpunkt oy der Neuberhyperbel o = aoeoé

mit der verldngerten elastischen Geraden gesucht, wie in Abbildung 5.8¢ darge-
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stellt. Diese elastische vergréfierte Nennspannung oy wird mit dem Kerbfaktor
multipliziert und ausgehend von dieser Spannung auf der elastischen Geraden
wieder die Neuber-Hyperbel mit der Spannungs-Dehnungs-Kurve geschnitten, so
wie im Fall der elastisch ertragbaren Spannung.

Weitere Untersuchungen aus dem Bereich der Betriebsfestigkeit beschéaftigen
sich ebenfalls mit der Abschatzung der maximal auftretenden Spannung, wie
beispielsweise die Arbeiten von Seeger und Heuler 1980; Hoffmann und Seeger
1985a; Hoffmann und Seeger 1985b und Hoffmann und Seeger 1989.

Die Grenze der analytischen Formeln bei der Berechnung der Topologischen
Ableitung liegt in den Randintegralen. Es wird auf dem ganzen Aussparungs-
rand der Spannungsverlauf benotigt, nicht nur isoliert am Punkt der maximalen
Umfangsspannung. Im Unterschied zur linearen Statik und Dynamik, wenn die
Verschiebungen klein sind und das lineare Elastizitatsgesetz gilt, konnen der expli-
zite Ableitungsterm der inneren Energie (4.34) und die Ableitung der gemischt
adjungierten Energie (4.35) bei geometrischer Nichtlinearitdt und nichtlinearem
Materialverhalten also nicht weiter analytisch vereinfacht werden.

In Weider und Schumacher 2016 wird zur numerischen Auswertung das Mikro-
zellenmodell eingefiihrt. Dieses Modell ersetzt das Randintegral der expliziten
materiellen Ableitung der inneren Energie durch ein Berechnungsmodell, das nur
vom Material und der Schalendicke abhéngig das gesamte Randintegral abbildet
und damit fiir beliebige Lastfélle giiltig ist. In einem separaten Simulationsmodell
einer Scheibe mit Loch wird unter verschiedenen Zug- und Druckbelastungen das
Integral der spezifischen inneren Energie auf dem Rand ausgewertet. Eine hohe
Anzahl an Rechnungen von variablen Spannungskombinationen ist die Grundlage
fiir ein Meta-Modell mit kubischen Splines, das dann bei der Auswertung der Sen-
sitivitiat in Abhéngigkeit der Schnittgrofien des Anfangsrandwertproblems direkt
den (negativen) expliziten Ableitungsterm der inneren Energie (4.74) liefert.

Bei der Ableitung der gemischt adjungierten Energie muss neben dem Deformati-
onsgradienten “F' und der Spannung der Zustandslésung “S auch der Gradient
der Adjungierten Grad A ausgewertet werden konnen. Da letzterer von den Pseu-
dolasten des Funktionals abhéngt, kann das Berechnungsmodell nicht mehr wie in
Weider und Schumacher 2016 fiir beliebige Lastfalle aufgestellt werden.



144 Numerischer Losungsansatz fiir die Randintegrale der Topologischen Variation

5.2 Materialinterpolation bei plastischer Dehnung

Mit dem Ziel, die linearen Formeln fiir die Umfangsspannung (5.6) und (5.8)
naherungsweise mit verdnderten Materialparametern auch fir nichtlineares Ma-
terialverhalten zu verwenden, entwickeln wir in diesem Abschnitt eine phéno-
menologische Materialinterpolation. Die grundsétzliche Idee dabei ist: Zu jedem
Zeitpunkt liegt durch die linearisierte Losung mittels impliziter Zeitintegration
ein temporar lineares Materialverhalten vor, das mit der Materialinterpolation
nachgebildet wird.

Annahme 5.2.1 (Temporér linear elastisches Materialverhalten).
Die adjungierte Lésung A verhélt sich zum Zeitpunkt ¢*) aufgrund der Berech-
nung mit der Tangentensteifigkeit K¥ ) zeitlich begrenzt (temporéar) linear.

Das temporare Material in der tangentialen Steifigkeitsmatrix Kéﬁ ) wird durch
den Tangentenmodul Ep und eine effektive Querkontraktion veg € [v,0.5]
charakterisiert.

Zunéchst wird die Materialinterpolation fiir die Querkontraktion gezeigt und
anschlieffend die Berechnung des Tangentenmoduls erldautert.

Die Querkontraktion v wird nur fiir den elastischen Bereich eines Materials angege-
ben. Da plastische Dehnungen volumenkonstant sind, ist die Querkontraktion fir
reine plastische Dehnung gleich 0.5. Bei plastischer Dehnung dominiert der plasti-
sche Anteil sehr schnell die Gesamtdehnung, da der elastische Dehnungsbereich bei
metallischen Werkstoffen nur sehr klein ist. Bei zunehmender plastischer Dehnung
muss also die effektive Querkontraktion veg von der elastischen Querkontraktion v
auf die plastische Querkontraktion 0.5 ansteigen.

Die effektive plastische Dehnung szflf wird bei der Materialberechnung im Finite-
Elemente-Berechnungsprogramm inkrementell aufsummiert und liegt als einachsige
Vergleichsdehnung fir jeden Integrationspunkt vor. Mit einer stetig differenzierba-
ren Sprungfunktion mit der Konstanten s; fiir die Steilheit, der Konstanten ss fiir
die Verschiebung entlang der Achse der plastischen Dehnung und der FlieBverzer-
rung efy = % wird beim Erreichen der FlieBgrenze und damit bei beginnender
nichtproportionaler plastischer Dehnung ein glatter Ubergang auf die plastische
Querkontraktion erreicht

054+v 05—-v .
Veft(B57) =~ + 5 tanh (51 <€€é — 89 5(;3)) . (5.21)
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In den folgenden Beispielen werden die Konstanten mit s = 10 und sy = 75 gewéhlt.
Der Vollstdndigkeit halber geben wir die interpolierte Ersatz-Querkontraktion
auch fir den ebenen Verzerrungszustand an:

1.0+ vE 1.0 — vy
Veff(EVZ) ‘= 5 EVZ) + 5 VD tanh (31 (5% — S9 ESH)) . (5.22)

Hier wéren auch einfachere stetige Modellierungen denkbar, allerdings erhoht
dies die Gefahr moglicher nichtglatter Ubergéinge in der Topologischen Ablei-
tung bei der spiateren Anwendung. In Abbildung 5.10a sind die Graphen der
effektiven Querkontraktion fiir den ebenen Spannungszustand und fiir den ebenen
Verzerrungszustand bei einer elastischen Querkontraktion von v = 0.34 skizziert.

1.0 A
60 -
0.8 1
— Veft
- eff(ESZ) 53 40 -
N I V?E(EVZ) &}
0.6 4 V(ESZ) k=
& 20
0.4 1
T T T 0 b
0.0 0.2 0.4 0.00 0.01 0.02
0 4
Eut Cett
(a) Effektive Querkontraktion fiir den ebenen (b) Tangentenmodul

Spannungszustand und den ebenen
Verzerrungszustand

Abbildung 5.10: Materialinterpolation

Schreibweise. Fir den bei der Momentenberechnung héufig auftretenden Faktor
wird noch eine Abkiirzung eingefiihrt:

y 2 (1 + VCH(ESZ))
(ESZ) - 3+ Verresz)

Die Erhohung der FlieBgrenze in Abhéngigkeit der effektiven plastischen Dehnung,
also die Verfestigung, ist in dem in dieser Arbeit verwendeten Aluminium-Material-
modell® als stiickweise lineare Funktion gegeben.

3Typ *MAT_ 024 in LS-Dyna®
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Eine Tabelle gibt Wertepaare (E{f]if, Gy) der effektiven plastischen Dehnung und
der effektiven Spannung an. Die effektive Spannung ist wiahrend des Flieflens
gleich der zeitlich lokalen FlieSspannung &,. Zwischen den Wertepaaren wird
linear interpoliert. Der plastische Modul E, wird als die Steigung dieser Kurve
genommen. Dieser ist also zwischen zwei Stiitzstellen konstant:

. Agy, (5%)

E
P pl
Acky

(5.23)
In Abbildung 5.11 sind die Wertepaare aus der Tabelle als Graph der stiick-
weise linearen Funktion der Fliefigrenze dargestellt. Alle weiteren verwendeten
Materialparameter sind in Tabelle 5.1 zusammengefasst.

Der Tangentenmodul Et der Spannungs-Dehnungs-Kurve in Abbildung 5.8a spie-
gelt die lokale Steigung der Spannung beziiglich der Gesamtverzerrung wider.
Der plastische Modul E, ist die Steigung der Spannung beziiglich der effektiven
plastischen Dehnung wie in Abbildung 5.11. Nach Bathe 2002 kann der Tangen-
tenmodul Ep aus dem plastischen Modul berechnet werden:

E,E

Br = .
"TE,+E

(5.24)

Dieser Tangentenmodul wird erst bei Erreichen der plastischen Dehnung ver-
wendet. Ohne plastische Dehnung wird der Elastizitatsmodul £ verwendet, so
dass sich schliellich der in Abbildung 5.10b dargestellte Verlauf der effektiven
Tangentensteifigkeit ergibt.

Tabelle 5.1: Materialparameter des verwendeten Aluminiums

Materialparameter
Elastizitdtsmodul £ 70.0 GPa
Querkontraktion v 0.34
Dichte o 2.75-107% kg/mm?

Mit den Interpolationen der effektiven Querkontraktion (5.21) und des Tangenten-
moduls (5.24) wird fiir jeden Dickenintegrationspunkt ein diskreter Wert ermittelt.
Fir das ,,durchschnittliche elastische Verhalten“ werden der durchschnittliche
Tangentenmodul und die durchschnittliche effektive Querkontraktion verwendet

1 nNie 1 e 2 (1 + 17)

Fr = Er(z), v:= Vet (2) und 7= "2 (5.25
v ) S UrD) - (55)
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5, in GPa
0.000  0.173500
0.005 0.191184
0.010  0.198537
0.020  0.203766
0.030  0.207934

0.980  0.275045
0.0 05 10 0.990  0.275288
=5 1.000 0275400

Abbildung 5.11: FlieBgrenze iiber effektiver plastischer Dehnung

Anders als beim integrativen Durchschnitt mit numerischer Integration beziiglich
der Dickenkoordinate und anschliefender Division durch die Schalendicke, werden
die Schalenober- und -unterseite gleich mit der Schalenmittelfliche gewichtet.
Bei der numerischen Integration wiirde der Einfluss der plastischen Dehnung
verloren gehen, der — wenn durch Biegung induziert — an der Schalenober- und
-unterseite am grofiten ist. Dort ist der Abfall in der Tangentensteifigkeit daher
am deutlichsten.

Die hier entwickelte Materialinterpolation versteht sich als die Interpolation der
Materialeigenschaften unter plastischer Verformung und ist nicht zu verwechseln
mit Materialinterpolationen bei Dichtemethoden, wo die Materialeigenschaften
auf ein kiinstliches Material mit geringerer Dichte iibertragen werden.

Da die tatsachliche Materialberechnung im Finite-Elemente-Berechnungsprogramm
geschieht, ohne dass der Benutzer die Daten einsieht, basiert diese Interpolation
nur auf den phénomenologischen Beobachtungen. Bei genauerer Kenntnis der Ma-
terialberechnung kénnen die Materialinterpolationen deutlich verbessert werden.

Beispiel 5.2.1 (Materialinterpolation).

Bei der Losung des Anfangsrandwertproblems der Kontinuumsmechanik wird fiir je-
den Integrationspunkt die effektive plastische Dehnung ermittelt. In Abbildung 5.12a
ist diese beispielhaft fiir einen Zeitpunkt in Abhéngigkeit der Dickenparametrisierung
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dargestellt. Im Diagramm in Abbildung 5.12b sind die Werte der Interpolationsfor-
meln des Tangentenmoduls (5.24) und in Abbildung 5.12¢ der effektiven Querkon-
traktion (5.21) aufgetragen. AuBerdem ist in den Diagrammen jeweils die gemittelte
Materialeigenschaft Ex und 7 aus (5.25) markiert. Schon bei kleinen plastischen
Dehnungen féllt der Tangentenmodul sehr schnell bis auf Werte im Bereich von 1
ab, wihrend die effektive Querkontraktion sehr viel triger ansteigt und in diesem
Beispiel in keinem Integrationspunkt die plastische Querkontraktion von 0.5 erreicht.

&3 & By &
L L I L .
PO [ : , U
3 3 3 P
L 3 o : o [T
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L] i i L] i L]
. Z .
: . . : e
e -1 —1 -
<, S, e PER % Er G, G, G, v
O\, O L7Z2 A )
(a) Effektive plastische (b) Tangentenmodul (c) effektive
Dehnung Querkontraktion

Abbildung 5.12: Temporiare Materialinterpolation auf Basis der Losung des
Anfangsrandwertproblems

5.3 Berechnungsmodell der Ableitung der gemischt
adjungierten Energie
Die Materialinterpolation soll nun zur Auswertung der Randintegrale der materiel-

len Ableitung verwendet werden. Wir betrachten zuerst die Ableitung der gemischt

adjungierten Energie

dler(Xo)|
dr
Diese ist einerseits vom Deformationsgradienten “F und dem 2. Piola-Kirchhoff-
schen Spannungstensor “S der Losung des Anfangsrandwertproblems, andererseits

-1

/T/“F“S~Grad)\d]“dt.
o
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vom Gradienten der Adjungierten Grad A abhangig. In Abbildung 5.13 ist die
Dekomposition in die Zustands- und die adjungierte Losung und die jeweiligen
resultierenden Schnittgroffen an der Mikrozelle gezeigt.

/uF”S -Grad AdI’

Losung u ’/"‘ ‘"‘\‘ Adjungierte A
A
Tyy
A
A /
My A

Abbildung 5.13: Dekomposition der Ableitung der gemischt adjungierten Energie in
Zustands- und adjungierte Losung auf dem Rand der Aussparung

5.3.1 Konstruktion der Koordinatensysteme in den
Momentankonfigurationen der Verschiebung und der
Adjungierten

Beziehen wir das Randintegral auf die Momentankonfiguration des Anfangsrand-
wertproblems, kann mit der Skalarprodukteigenschaft und dem symmetrischen
Cauchyschen Spannungstensor (3.32) die Ableitung der gemischt adjungierten
Energie auf dem durch die Verschiebung u verzerrten Lochrand formuliert wer-
den
/“F“S -Grad AdI" = / g A dl. (5.26)
Iy I (t)
Aus der Losung des adjungierten Endwertproblems wird der Gradient der Adjun-
gierten, bezichungsweise der adjungierte infinitesimale Verzerrungstensor *e =
€ (A) bendtigt.
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Anhand der Spannungslésungen aus Abschnitt 5.1.2 liegt es nahe, auch ein Berech-
nungsmodell fiir die Ableitung der gemischt adjungierten Energie in Abhangigkeit
der vorliegenden Schnittgrofien zu konstruieren. In beiden Féllen sollen die Grofien
am Aussparungsrand in Abhéngigkeit der Schnittgrofien aus einem Berechnungs-
modell entnommen und dann als Skalarprodukt auf dem Lochrand integriert
werden.

Die adjungierten Lochrandgréfien miissten dann noch auf den Lochrand in der
Momentankonfiguration des Anfangsrandwertproblems transformiert werden. Des
Weiteren miisste, um eine gemeinsame Parametrisierung des Lochrandes zu errei-
chen, die genaue Verzerrung des Lochrandes durch die Verschiebung bekannt sein.
Bekannt ist jedoch nur die makroskopische Verschiebung der Mikrozelle, nicht die
Verformung des Lochs durch die Verzerrung. Daher treffen wir die vereinfachende
Annahme, dass die Integration auf einem unverzerrten Loch I'. durchgefiihrt wird.
Dieser Aspekt wird auch am Ende des Kapitels bei der Berechnung der Ableitung
des Trégheitsterms nochmals aufgegriffen.

Annahme 5.3.1 (Undeformierte Aussparung).

Die Integration der Ableitung der gemischt adjungierten Energie und im
Weiteren auch der expliziten Ableitung der inneren Energie wird mit der
Transformationsformel fiir die Integration auf Untermannigfaltigkeiten (siehe
Anhang B.1.2) auf dem undeformierten Zylinderausschnitt durchgefiihrt

h
2 27

/ "a-’\sdl’z//“a-)‘erdgodz. (5.27)
Ia(t) Ch 0

Die Zusammenfiihrung der Spannungen aus dem Anfangsrandwertproblem mit
dem adjungierten linearisierten Verzerrungstensor geschieht im schalentangentialen
Koordinatensystem £'°°, das in (3.53) auf Seite 53 definiert wurde. Sowohl fiir
die Verschiebung u als auch fir die Adjungierte A ist dieses Koordinatensystem
nicht mehr schalentangential in der jeweiligen Momentankonfiguration. Da die
Adjungierte und die Verschiebung keine Gemeinsamkeit haben miissen, wird
die Lage des Tangentenvektors A, aus dem der Vektor el°® ermittelt wird, als
Bezugslage verwendet. Dadurch ist eine gemeinsame Parametrisierung mit der
Winkellage ¢ = 0 auf dem Tangentenvektor festgelegt. In Abbildung 5.14 ist
skizziert, wie der Tangentenvektor A in die Momentankonfigurationen “a; und *a
transformiert und dort zur Konstruktion der Basissysteme verwendet wird. Die
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Basissysteme sind zeit- und ortsabhéngig und missen sowohl fiir die Verschiebung
als auch fiir die Adjungierte berechnet werden.

Die Tangentenvektoren in der Momentankonfiguration des Anfangsrandwertpro-
blems werden mit

_ H:alH 7 Uy — H:aljuua?H und 11e120(: — Un % u,elloc
ail|l2 aj as||2

!
Ue 10C
ermittelt und bilden in der Reihenfolge
ugloc _ {uelloc uelzoc un}

das Orthonormalsystem “£°¢, Die Transformation von Matrizen und Tensoren vom
globalen kartesischen Koordinatensystem in das lokale Orthonormalsystem erfolgt
mit der Matrix “E!°°, die sich aus dem 3-Tupel der Basisvektoren zusammensetzt:

uEloc _ (uelloc’ ue120C7 un) ) (528)
Schreibweise (Tensoren beziiglich eines Basissystems). Werden Tensoren in einem

anderen als dem globalen kartesischen Koordinatensystem dargestellt, werden sie
mit einem Index links unten mit dem Bezugssystem versehen ugloc

Die Darstellung eines Tensors T' beziiglich der lokalen Basis wird durch die
Ahnlichkeitstransformation

oo T = "B L T VR (5.29)
ermittelt (siehe zum Beispiel Goéllmann 2020).

Aquivalent dazu wird das Basissystem fiir die Adjungierte durch die adjungierten

Tangentenvektoren
A A A
A loc ai ap X "ag Aldoc _ A A loc
e =-—7—, n=——"—" und ‘e ="nx"e
P Pl T Pan < sl ’ 1

definiert. Die Vektoren bilden in der Reihenfolge
)\gloc _ {)\elloc7 /\eIQOC’ An}

das adjungierte Orthonormalsystem *£1°¢. Die Ermittlung der adjungierten Tangen-

*a; und *ay wird bei der Konstruktion des adjungierten linearisierten

tenvektoren
Verzerrungstensors erlautert. Die Transformationsmatrix fiir das adjungierte Ba-

sissystem ist entsprechend das 3-Tupel aus den adjungierten Basisvektoren

/\Eloc _ ()\elloc7 )\elro7 )\n) ) (530)
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Bisher haben wir alle Vektoren und Tensoren im globalen kartesischen Koordi-
natensystem dargestellt. Fiir die richtige Umrechnung in die unterschiedlichen
Basissysteme miissen die Tensoren den schalentangentialen Systemen eindeutig
zugeordnet werden.

€3 Basissystem der
Bezugskonfiguration £'°¢

Basissystem der
Momentankonfiguration “£'0¢ Adjungiertes Basissystem A£lo¢

Abbildung 5.14: Gemeinsames Bezugskoordinatensystem £1°¢ fiir die Spannungen und
den adjungierten Deformationsgradienten

Wir betrachten im néchsten Abschnitt zundchst nur den Spannungstensor “o des
Anfangsrandwertproblems auf dem Rand der Aussparung und im darauf folgenden

Abschnitt nur den adjungierten linearisierten Verzerrungstensor *e.

5.3.2 Spannungstensor auf dem Aussparungsrand

In Abschnitt 5.1.4 wurden die analytischen Lésungen diskutiert, um im Falle linear
elastischen Materialverhaltens und kleinen Verzerrungen aus den Schnittgréfien
auf die Spannung am Lochrand schliefen zu kénnen. Fir grofie Verzerrungen
wurde in Abschnitt 5.2 eine phanomenologische Materialinterpolation entwickelt,
die nun fiir die Berechnung des Spannungstensors auf dem Rand der Aussparung
eingesetzt wird.

Aus der numerischen Losung des Anfangsrandwertproblems (3.31) ist das Ver-
schiebungsfeld u fir alle Knoten des Finite-Elemente-Netzes und der Cauchysche
Spannungstensor o(© fiir alle Integrationspunkte bekannt. AuBerdem liegt fiir
jeden Integrationspunkt ein skalarer Wert der effektiven plastischen Dehnung Eﬂf
vor. Alle Grofien sind im Folgenden elementbezogen. Die gesamte Konstruktion
gilt jedoch sowohl fiir eine rdumlich diskretisierte als auch fiir eine kontinuierliche
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Loésung des Anfangsrandwertproblems. Zugunsten der Ubersichtlichkeit wird der
Element-Index (© weggelassen.

Die Transformation der Spannungen in das lokale tangentiale Schalenkoordinaten-
system “€'°° wird zunéchst vorgenommen, um eine Darstellung des Spannungsten-
sors ohne Spannungen in Normalenrichtung der Schale zu erhalten:

et (2) = "EP o (2) "B

Anmerkung 5.3.1 (Lokales Koordinatensystem des Finite-Elemente-Berechnungs-
programms). Hier sei darauf hingewiesen, dass im Speziellen das Finite-Elemente-
Berechnungsprogramm, LS-Dyna®die Spannungen bei der Simulation immer in
einem eigenen Elementkoordinatensystem der Momentankonfiguration berechnet
und auch beziglich dieses Koordinatensystems ausgibt. Daher missen diese Ausga-
ben zundchst in das globale kartesische Koordinatensystem transformiert werden,
bevor die Transformation in das lokale schalentangentiale Koordinatensystem “E'¢
erfolgt.

Die reduzierten SchnittgroBen konnen mit (5.1) und (5.2) und numerischer Inte-
gration aus den Spannungen bestimmt werden. Das sind die Momente und Kréfte
pro Langeneinheit

\N\:
\w\:

ugk}(l:mzz = ugloq(l:(fzz (Z) zdz s ughﬁfzz = ugk}(l;O'zz (Z) dZ.,
_h _h
2 2
3 h
2 2
u, u u u
uglocMlyy = / uglocOyy (Z) z dZ> uglocfyy = / uglocTyy (Z) dZ7
_h _h
2 2
2 I
2 2
u, u u u
ugloc7nzy = / ugloca'.ry (Z) ZdZ, uglucfzy = / uglucazy (Z) dz.

vl
|
ol

Die numerische Integration beziiglich der Dickenkoordinate erfolgt mit der Lobatto-
Integration mit den Integrationsgewichten aus Tabelle 3.2 auf Seite 62:

h\? &= h
etmas = () sl it (505) (531)
i=1

b , h
ughjc’faﬂ ~ 5 Z wfp) uglolgo'aﬂ <£31§) .
i

i—1
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Die durchschnittlichen Spannungen fiir den Scheibenanteil werden nach (5.5) aus
den Kréften ermittelt:

u

u, lncf(ﬁ 12 f h

uglo’io-aa(s) — 5TJ — 5 wap) ugl(}c‘o'a@ (fgl§> . (532)
=1

Annahme 5.3.2 (Lineare Berechnung der Spannungen in Umfangsrichtung).
Die Berechnung der Umfangsspannung am Rand der Aussparung fir Schalen
und Platten kénnen mit der Materialinterpolation aus Abschnitt 5.2 aus dem

Linearen tibernommen und superponiert werden.

Dann kann mit den dufleren Spannungen und Momenten die Spannung am Loch-
rand Yoy, (@, 2)

r durch die Superposition der Scheiben- und Plattenlosung wie
in (5.9) berechnet werden:

Y0 (@,2) ‘Fr =

ugljjam(s) (1 —2cos2¢p) + uglouccryy(s) (14 2cos2¢p) — 4115101:%1(5) sin 2¢
12

+ﬁ2

<u£l£mm (1— ¥ cos2p) + nglolimyy (1+ 7 cos 2¢)
+ 2, g10iMgy V' sin 2(,9) .

Die iibrigen Komponenten des Spannungstensors am Rand der Aussparung sind
gleich null, da der Rand frei von &ufleren Belastungen ist.

5.3.3 Adjungierter linearisierter Verzerrungstensor am
Lochrand

Fir die adjungierte Losung existieren keine SchnittgroBien wie dies in der Ab-
bildung 5.13 auf der rechten Seite suggeriert wird, denn bei der Losung des
adjungierten Systems werden keine Spannungen berechnet. Dem Gradienten der
Adjungierten Grad A und dem adjungierten linearisierten Verzerrungstensor € ()
wurden zwar mechanische Namen gegeben, sie sind aber rein mathematische Defini-
tionen ohne physikalische Interpretation. Wir konstruieren daher jetzt adjungierte
Spannungen, um itber den Umweg der Schnittgréfien und der Spannungsfunktion
auf dem Aussparungsrand letztendlich den adjungierten linearisierten Verzerrungs-
tensor auf dem Aussparungsrand zu bestimmen.
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Wir betrachten hier direkt die rdumlich diskretisierte adjungierte Losung in einem
finiten Element. Die Adjungierte der Mittelfliche im Element wird durch die
Adjungierte A; und die adjungierte Rotation 20 an den Elementknoten des finiten
Elements mit den Ansatzfunktionen N; und den isoparametrischen Koordinaten &
abgebildet

4 Y 4
AD=S N (&)A;  und 0 =3 N;(€)70;. (5.33)
1=1 I=1
Die adjungierten Tangentenvektoren und Richtungsableitungen der Rotation
ey 2@ _ )
aa = Z N[ya (&ﬂ) )\] und 070 = Z N]A(,,, (&3) 01 (534)
I=1 I=1

ermoglichen die Berechnung der Rodrigues-Rotation *R. mit (3.41), der Rich-
tungsableitung der Rotation R, mit (3.49) und damit schlieflich auch des
Direktors *d = *RN und der Richtungsableitung des Direktors /\dya mit (3.48).

Auch an dieser Stelle gilt die gesamte Konstruktion sowohl fiir raumlich diskre-
tisierte als auch fiir kontinuierliche Losungen der Adjungierten. Zugunsten der
Ubersichtlichkeit wird der Element-Index () wieder weggelassen.

Die Definitionen der kovarianten Basisvektoren (3.46) und (3.47) werden ebenfalls
auf die adjungierte Momentankonfiguration iibertragen:

h
/\gu = /\aa + §£3Ad«,0¢ 5
h
A A
=-"d.
g3 D)

Mit der Definition des Deformationsgradienten als dyadisches Produkt der ko- und
kontravarianten Basisvektoren der Schale (3.51) kann dann auch der adjungierte
Deformationsgradient

AF (2) =g, @ G' (5.35)

bestimmt werden. Die kontravarianten Basisvektoren der Bezugskonfiguration G’
sind nicht von der Adjungierten abhéngig. Mit der Definition des Verschiebungs-
gradienten (3.8) kann daraus schliefllich auch der Gradient der Adjungierten

Crad A (z) = *F (2) — 1

berechnet werden. Beide Groflen sind nach Anmerkung 3.3.1 linear in der Dicken-
koordinate z = %{3. Nun wird der Verschiebungsgradient in das lokale tangentiale
Koordinatensystem transformiert

seweGrad A (2) = *E°* Grad A (2) "B .
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Der adjungierte linearisierte Verzerrungstensor wird daraus mit der klassischen
Definition (3.11) berechnet

1
rein€ (2) = 3 (rgcGrad X (2) + agucGrad A" (2)) . (5.36)

Bis zu dieser Stelle wurden die linear elastischen Annahmen 5.2.1 und 5.3.2 fir
die Adjungierte noch nicht verwendet.

Annahme 5.3.3 (Kirchhoffsche Plattentheorie und ESZ).

Fiir die Berechnung der adjungierten Spannungen kénnen die Kirchhoffsche
Plattentheorie und die Annahmen des ebenen Spannungszustands der Scheibe
verwendet werden.

Der Index (ESZ) fiir die Querkontraktion wird im Rest des Kapitels der Uber-
sichtlichkeit halber nicht ausgeschrieben. Wenn der ebene Verzerrungszustand
der Berechnung zugrunde gelegt werden soll, kdnnen in den folgenden Her-
leitungen der Tangentenmodul durch den Ersatz-Tangentenmodul und die
effektive Querkontraktion durch die Ersatz-Querkontraktion ersetzt werden.

Mit dem Elastizitétsgesetz fir die Kirchhoffsche Platte und den ebenen Span-
nungszustand (5.12) werden die ebenen adjungierten Spannungen berechnet. Als
Elastizitatsmodul wird jetzt der Tangentenmodul Er (z) aus (5.24) auf Basis der
effektiven plastischen Dehnung des Anfangsrandwertproblems verwendet. Die effek-
tive Querkontraktion veg (z) wird mit der Sprungfunktion (5.21) ermittelt. Sowohl
der Tangentenmodul und die effektive Querkontraktion als auch der adjungierte
linearisierte Verzerrungstensor sind von der Dickenkoordinate z abhéngig. Die
adjungierten Spannungen sind damit

A0 v (2) 1 Vegt (2) 0 Aerr (2)
A B ET (Z) i
oyy (2) | = 7 | Vet (2) 1 0 yy (2)
\ 1 — (vert (2)) \
Agloc Oy (Z) 0 0 1- Vetf (Z) Agloc EIZ/ (Z)

Eventuell vorhandene Querschubspannungen werden durch die Annahme der Kirch-
hoffschen Plattentheorie vernachlissigt. Die Spannungen sind das Zwischenresultat,
um von der &uleren Belastung auf den Lochrand schlielen zu kénnen. Jetzt konnen
die in Abbildung 5.13 dargestellten adjungierten Schnittgrofien berechnet werden.
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Dies geschieht mit den Definitionen (5.1) fiir die Momente und (5.2) fir die
Kréfte

(N

I
\N\:

A A Ap A
AglocMyy AglocO zg; (2) zdz, sglocfzw = AglocO za (z) dz,
_h _h
2 2
L L
2 2
A A Ap A
)\glocmyy = / Aglocayy (Z) zdz 5 )\glucjyy = / )\gloc(fyy (Z) dZ.,
h L
-2 -2
h A
! 2
A A A A
AglocMzy = / AglocOzy (Z) zdz, )\glucfzy = / AglocTzy (Z) dz.

_n _n
2

Auch fur die adjungierten Schnittgrofien erfolgt die numerische Integration be-
ziiglich der Dickenkoordinate mit der Lobatto-Integration (Tabelle 3.2). Aus den
Kréften werden direkt fiir den Scheibenanteil mit (5.5) die durchschnittlichen
Spannungen berechnet

R\? h
*Sloﬁmaﬁ ~ (5) Zéizwz(p) )\Slo/laﬂtﬂ <§51§> ) (5-37)
i=1
1 2= h
Agl(;\:aaﬂ(s) ~ 5 Z:lwgp) Agh;\:auﬁ (£$1§> . (538)
i

Dann kann zusammen mit den Momenten die adjungierte Dehnung am Lochrand
in Umfangsrichtung *e,, (¢, 2) |1,r durch die Superposition (5.9) und das inverse
Elastizititsgesetz (5.14) mit dem durchschnittlichen Tangentenmodul Ep und
der durchschnittlichen effektiven Querkontraktion 7 und 7’ aus (5.25) berechnet
werden

)\599@ (p,2) ‘Fr =

1 )
o Ag;\»%w(s) (1 —2cos2¢p) + Ag]n’layy(s) (1+2cos2¢) — 4A5]Oiawy(s) sin 2¢
12
+ e (Aglo/c\mmm (1 — 7 cos2¢) + sy, (1 + ' cos 2¢p)

+2 Aglo)gml,y 7' sin 2@)} . (5.39)

Da der Lochrand des Anfangsrandwertproblems spannungsfrei ist, ist die konkrete
Auswertung der adjungierten Radialdehnung und adjungierten Schubverformung
am Lochrand nicht notwendig. Diese verschwinden im Skalarprodukt mit Kom-
ponenten der Radialspannung und der Schubspannung des Anfangsrandwertpro-

blems “o;, (¢, 2) ‘p,. = "oy, (p,2) r - 0.
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5.3.4 Zusammenfiihrung von Spannung und adjungierter
Dehnung

Die adjungierte linearisierte Verzerrung und die adjungierten Schnittgrofien tre-
ten ab hier immer im lokalen adjungierten tangentialen Schalenkoordinatensys-
tem *E%°¢ auf. Mit dem linken oberen Index der Adjungierten * ist die Bezeichnung
eindeutig. Auf den Index des Basissystems wird daher im Folgenden sowohl fiir die
Adjungierte als auch fir die Losung des Anfangsrandwertproblems verzichtet.

Mit den Ergebnissen der beiden vorhergehenden Abschnitte kénnen Spannung
und adjungierte Dehnung auf dem Lochrand zusammengefithrt und integriert
werden. Die Integration erfolgt nach der vereinfachenden Annahme 5.3.1 auf dem
undeformierten Aussparungsrand

/ "Opp 5%0
o) -

h

\w\

o
/ oo Ewrdapdz
0

(S

{“UM(S) (1 —2cos2p) + “oyy, (14 2cos2p) — 4%y sin2¢p

Il
vl T
o
\:‘w

12 .
ti3% <“mm (1= 7" cos2¢) + “my, (1 + 7' cos 2p) + 2"m,, ' sin 290)}
L] A A -
o O (1 —2€0820) + "oy o (1 +20082p) — 470y sin2p

12
+ﬁz<)‘mm (1 — 7' cos 2¢) + *my, (1 + ¥/ cos 2¢)
+ 2/\mwy 7' sin 2@)} rdepdz
1 A A A
- 27rrh—T (3 Ovaesy Oxxgs) — Um(s) Oyysy — uayy(s) Ozas)
Ju ]U A
+ 3 0yy e Uyy + 80wy 5, Tays
6
+ 27T7"hﬁ (2 (umww + umil/’y) (/\m;wz: + )\my:t/)
T

+ (’7)2 (umwm - um'yy) (Amww - /\myy)

+ A7) "my, )‘mzy) . (5.40)

Vor beiden Summanden steht der Faktor der Zylindermantelfliache, der bei der Aus-
wertung der Topologischen Ableitung mit der Ableitung der Ausschnittsfunktion
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nach dem Lochparameter verschwindet. Die zeitliche Integration erfolgt schliefflich
noch numerisch, beispielsweise mit der Trapezregel.

Resultat 5.3.1 (Berechnungsmodell der Ableitung der gemischt adjungierten
Energie).

Die Ableitung der gemischt adjungierten Energie wird durch die Transformation
in die Momentankonfiguration mit dem Cauchyschen Spannungstensor und
dem adjungierten linearisierten Verzerrungstensor ermittelt.

Fiir die Berechnung der Umfangsspannung aus der Losung des Anfangsrand-
wertproblems werden die Umfangsspannungen fiir Schalen und Platten aus
dem Linearen iibernommen und superponiert. Die Materialinterpolation des
temporéar linear elastischen Materialverhaltens, deren Eigenschaften in Ab-
schnitt 5.2 entwickelt wurden, wird sowohl bei der Spannung als auch bei der
adjungierten Dehnung eingesetzt.

Unter der Annahme des ebenen Spannungszustands und der Kirchhoffschen
Plattentheorie wird iiber konstruierte adjungierte Spannungen mit den adjun-
gierten linearen Umfangsspannungen schlielich der adjungierte linearisierte
Verzerrungstensor am Rand der Aussparung ermittelt und gemeinsam mit der
Umfangsspannung des Anfangsrandwertproblems integriert.
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Die Ableitung der gemischt adjungierten Energie wird schliellich durch die
numerische Integration des Zeitintegrals

———\ -l 7
(dCTd(i(O)> //FS~Grad>\dth

0 I,

~— th / [0epteppdl at
0 1
A
7/ [El ( Oy T Oy )( Tras) + Oy, ))
A A
+2 (U‘TWS) - ugyy<s>) ( Taais) — ny(s))

u A
+38 ny(s) U’J?Z/(s))

+ = 0 (2 (“mm + “myy) (’\mm + )‘myy)

Erht
4 (1 + 17)2 U U,
W ( Myyr — TTLyy) (ATTLII — )‘myy)
16(1+2)°,
+ N 17)2 Mgy Mgy | | di (5.41)

gewonnen. Fiir jeden Zeitpunkt wird fiir jeden Flachenintegrationspunkt jedes
Elements zunéchst dickenabhéngig der adjungierte linearisierte Verzerrungs-
tensor berechnet. Dann erfolgt die Berechnung der adjungierten SchnittgroBen
und der Schnittgrofien aus dem Anfangsrandwertproblem. Mit numerischer
Integration beziiglich der Zeit wird dann fiir jeden Flachenintegrationspunkt
die Topologische Ableitung berechnet.

In der Literatur zur Berechnung der linearen Topologischen Ableitung werden
immer der Scheiben- und der Plattenteil getrennt voneinander betrachtet (Schu-
macher 1995, Bojczuk und Mréz 2008 und Amstutz und Novotny 2011). An dem
hier entwickelten Berechnungsmodell fiir die Ableitung der gemischt adjungier-
ten Energie kann sehr gut die Trennbarkeit von Scheiben- und Plattenverhalten
und anschieffende Superposition aufgrund der Linearitdt in der Dickenkoordinate
bei der Integration gezeigt werden. Im Linearen verschwinden alle gemischten
Terme aus Scheiben- und Plattenschnittgréfien bei der Integration beztiglich der
Schalendicke.
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Anmerkung 5.3.2 (Lineare Topologische Ableitung des Verschiebungsfunktionals).
Bei kleinen Verschiebungen gehen Bezugs- und Momentankonfiguration ineinander
tber. Als Basis fir die Mikrozelle dient daher das schalentangentiale Koordi-
natensystem in der Bezugskonfiguration £°¢. Die Schnittgrofien fir u und )\2"
werden ohne vereinfachende Annahmen analog zum nichtlinearen Berechnungs-
modell ermittelt. Fir das Verschiebungsfunktional verbleibt in Abwesenheit von
Volumenkrdften fir die Topologische Ableitung

; 1
lin __ u u A A
77" =5 (“Oazis + “Tunisy ) (P, + i)

u u A A u A
+ 2( Ozas) — Jyy(S)) ( Ozz) — Uyy(S)) + 8%y, UﬂJ<s>>

6
~ Eht (2 (um” + um?/y) (/\mmm + ’\myy)
4(1+ 1/)2 R .
W (1’TVLII _ 117”yy) ( Myy — ”Lyy)
16 (1+v)°
ﬁum”” Am‘””) (5.42)

5.4 Berechnungsmodell der expliziten Ableitung der
inneren Energie

Fiir den expliziten Ableitungsterm der inneren Energie

— -1 7
dlc (X
—lim e X0 / / FS . CGradudldt
710 dr 07

wird analog zum Berechnungsmodell der Ableitung der gemischt adjungierten
Energie das Integral auf dem Aussparungsrand in der Momentankonfiguration
betrachtet . .

[FS-Gradadr = [ o-ddr.

Iy Iy (t)
Um dieses Integral auswerten zu kénnen miissen auch hier die vereinfachenden
Annahmen der Giiltigkeit der linearen Formeln fiir die Umfangsspannung auf dem
Rand der Aussparung (Annahme 5.3.2) und der Integration auf dem unverformten
Lochrand (Annahme 5.3.1) angenommen werden.
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Da hier keine Abhédngigkeit von der adjungierten Losung mehr gegeben ist, kann
das gesamte Integral in Abhédngigkeit der Schnittgrofien der Losung des Anfangs-
randwertproblems ausgewertet werden.

Annahme 5.4.1 (Verzerrungsgeschwindigkeitstensor und Dehnungsrate).
Uber den Verzerrungsgeschwindigkeitstensor d auf dem Rand der Aussparung
kann auch mit den linecaren Formeln keine Aussage getroffen werden, da
dieser Tensor in der Momentankonfiguration definiert ist. Fur die Berechnung
des expliziten Ableitungsteils der inneren Energie setzen wir vereinfachend
voraus, dass Verzerrungsgeschwindigkeitstensor und Dehnungsrate annédhernd
gleichbehandelt werden konnen und sich insbesondere bei der Integration auf
dem unverformten Aussparungsrand nicht unterscheiden:

1, . ey Lo oy T
d:E(gradu—Q—gradu )~§(Gmdu+Gmdu )75 (5.43)
und
/a-dd]’z o-edl. (5.44)
I(t) T,

Mit dieser vereinfachenden Annahme kénnen wir auf das Ergebnis der Integrati-
on der Ableitung der gemischt adjungierten Energie (5.40) zurtickgreifen. Statt
des adjungierten linearisierten Verzerrungstensors ’\sw wird die Dehnrate ¢,
integriert. Da die Differenziation beziiglich der Zeit linear ist, kann mit den li-
nearen Formeln aus Abschnitt 5.1.2 auch von den Spannungsraten Gafs) und den
Zeitableitungen der Momente 71,4 auf die Dehnrate am Lochrand geschlossen
werden. Mit der Materialinterpolation aus Abschnitt 5.2 kann das Integral auf
dem Aussparungsrand durch die Schnittgrofen angegeben werden

o

/ Opplppdl = . Opplpp T dpdz
I8

|
m\;—\_w\:

2 27

— ELT /} O/UWdWrdcpdz
2
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1 R R .
= QWT‘}LL’TT (3‘7“3(5‘)0“(5) = Ta35)Tyys) — Tyyis) Trags)

+ Sayy(s)gyy(s) + 8090@1(5) Uwy(s))

6
4 27rh—=——o (2 (Maz + Myy) (Mg + 1yy)
Eth*

N2 . .
+ (V/) (mm: - myy) ("L-'l?fv - myy)

+ 47 mzymzy> (5.45)

Die Auswertung setzt voraus, dass die Spannungsraten der Losung des Anfangs-
randwertproblems durch das Finite-Elemente-Berechnungsprogramm zur Verfi-
gung gestellt werden oder durch genaue Kenntnis der Materialformulierung aus
den Simulationsergebnissen berechnet werden konnen. Ist dies nicht der Fall,
kann beispielsweise durch eine Naherung mit dem Differenzenquotienten aus den
Spannungen aufeinanderfolgender Zeitpunkte die Spannungsrate naherungsweise
bestimmt werden. Da dies fiir jeden Integrationspunkt und jede Komponente
des Tensors fiir jeden Zeitpunkt ausgewertet werden miisste, vereinfachen wir die
Berechnung des expliziten Ableitungsterms weiter.

Anhand eines Terms aus dem Scheibenanteil in (5.45) kann mit partieller Integra-
tion im Zeitbereich

T T
1 , i 1, 10 ( 1 )
0/ B (t)aag(s)aag(s) dt = 3 |:ET (t)%ﬁ(si B —3 0/ o <7> Taps A

wird vernachléssigt

die Spannungsrate eliminiert werden. Auch in dieser Form ist noch eine unbekannte
Zeitableitung aus der Materialformulierung vorhanden, die nun bei der Berechnung
des expliziten Ableitungsteils der inneren Energie vernachléssigt wird.

Anschaulich ldsst sich dies folgendermafien darstellen: Die spezifische Energie wird
von der Spannung o, Bes) verrichtet, um vom Dehnungszustand EaBs) (0) in den
Dehnungszustand Eaps) (T') zu kommen. Dies ist in Abbildung 5.15 als die gesamte
Fléche
capg) (T)
Taps) dags,
s (0)

unter der Kurve skizziert.
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Mit Substitution und partieller Integration im Zeitbereich

€ap(g) (T)

T
/ OaBs) d‘g‘lﬁ(s / S)Ca}j(b d
Cap(g)(0)

1
Eq(t)

Uﬂﬂ(S)d—ﬂﬁ(S) dt

I
Sy

t=T .
1 170 1 ,
= 5 | faBs) TaBs) - 5/5 5 Tags) It
L J
1,
EpoB(g)

wird diese Fléche in die graue Dreiecksflédche und die schraffierte Flache aufgeteilt.
Die Dreiecksfliche liegt unterhalb der Geraden von (gas (t = 0),0ag (t = 0))
bis (€ags, (t =T),0ap, (t =T)). Die schraffierte Fliche ist aus dem verbleiben-
den Zeitintegral zu berechnen. In diesem Beispiel ist die Steigung der Kurve
VON 0o immer positiv, nimmt aber ab, so dass die Zeitableitung des Tangenten-
moduls negativ ist (in der Darstellung ist das die Kriimmung der Kurve).

[
Oaf s (t=T) - T

Abbildung 5.15: Vereinfachung der expliziten Ableitung der inneren Energie

Annahme 5.4.2 (Unabhéngigkeit von der Verformungsgeschichte).

Sind die Spannungsraten der Losung des Anfangsrandwertproblems nicht
bekannt, dann setzen wir voraus, dass die spezifische Energie alleine aus dem
Spannungszustand am Ende der Simulation berechnet werden kann.

Mit dieser Annahme werden alle Terme in (5.45) vereinfacht.
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Resultat 5.4.1 (Berechnungsmodell der expliziten Ableitung der inneren Ener-
gie).

Die explizite Ableitung der inneren Energie wird mit der Materialinterpo-
lation aus Abschnitt 5.2 und den SchnittgroBen am Ende der Loésung des
Anfangsrandwertproblems durch

. d CT(XO e
~lim (dr) // FS - GradudI dt

27rrh / / by dldt

= m ( (O'zm(s) (T) + Tyys) (T))2 42 (O'mg(_g) (T) — Tyyis) (T))2

2
+80%, . (T) )

3 2
- W (2 (m” (T) + myy (T) )

.2 )
% (mrr (T) - Myy (T) )

n 16 (1 + ﬂ)QmQ (T)) (5.46)

(B+0)° ™

berechnet.

Beide Summanden werden mit dem reziproken Tangentenmodul ——— o T multipli-
ziert. Der Tangentenmodul nimmt nach Abbildung 5.10b Werte vom elastischen
Elastizitdtsmodul F bis fast null bei fast vollstdndiger plastischer Dehnung an.
Bei zunehmender plastischer Dehnung wird der reziproke Tangentenmodul grofier
und die Topologische Ableitung grofier als bei rein elastischem Verhalten. Dieser
Effekt ist in Weider und Schumacher 2018 mit Simulationsrechnungen an einer
gelochten Scheibe fiir den Scheibenanteil bei ideal plastischem Materialverhalten

auch numerisch aufgezeigt.

Dieses Berechnungsmodell bietet das grofite Verbesserungspotenzial durch die
Verwendung der tatsichlichen Spannungsraten. Gleichzeitig hat dieses Berech-
nungsmodell in seiner aktuellen Form auch das grofite Fehlerpotenzial, denn bei
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einer vollstandigen Entlastung am Simulationsende wiirden die Spannungen und
damit auch der explizite Ableitungsterm verschwinden.

Durch die Berechnung des Randintegrals auf Basis der Schnittgrofien kann die
Ableitung der gemischt adjungierten Energie und die explizite Ableitung der
inneren Energie ohne das tatséichliche Einbringen einer Aussparung berechnet
werden.

Anmerkung 5.4.1 (Lineare Topologische Ableitung der Formadnderungsenergie).
Die Topologische Ableitung der Formdnderungsenergie (5.19) kann in Abwesenheit
von Volumenkriften mit dem Berechnungsmodell des Randintegrals in (5.46) durch
die Schnittgréfien mit

4 1 2 :
l 2
TI," = 2F ( (Uzac(s) + Uyy(s)) +2 <0”<5) B Uyy(S)) * Sﬂwy(s))

4(1+4v)°

3 2
+ —— | 2 (Mygy + Myy)” +
4( ( Z/J) (3+y)2

2
Th ((mm — Myy)” + 4miy) ) (5.47)
berechnet werden. In Anmerkung 5.1.2 wurde durch die spezielle Eigenschaft AE“ =
—u das Randintegral schon durch die negative explizite materielle Ableitung ersetzt,
die jetzt in diesem Abschnitt berechnet wurde.

Dieses Resultat wurde von Eschenauer etal. 1994 zuerst verdffentlicht. Dort wurde
zundchst nur der ebene Spannungszustand der Scheibe bericksichtigt. Die Sensiti-
vitit erhielt die Bezeichnung ,,Charakteristische Funktion zur Lochpositionierung®
Im Optimierungsschema Bubble-Methode dient diese charakteristische Funktion
zur Positionierung neuer Locher und damit zur Anderung der Topologicklasse. In
Schumacher 1995 ist der Plattenanteil dann ebenfalls beriicksichtigt worden. In
weiteren Verdffentlichungen wie beispielsweise in Sokotowski und Zochowski 1999
wird schlieflich von der ,Topologischen Ableitung® gesprochen und die Existenz
und Eindeutigkeit der Sensitivitat erortert. Anwendung findet die Topologische Ab-
leitung in der Literatur hauptsdchlich in der Optimierung mit Level-Set Methoden
wie beispielsweise in Amstutz und Andrd 2006. Sowohl die Level-Set Methode als
auch die Bubble-Methode wurde in Kapitel 2 kurz umrissen.

Aufgrund der quadratischen Form in den Spannungen ist die Sensitivitat der
Forménderungsenergie im Linearen immer positiv. Nur die Wegnahme unbelas-
teter Punkte bringt keine Vergréflerung des Funktionals. Fiir die nichtlinearen
Fragestellungen muss dies nicht der Fall sein. Aus der analytischen Herleitung
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und den Berechnungsmodellen kann nicht auf einen solchen Zusammenhang ge-
schlossen werden. Physikalisch kann ein Gegenbeispiel konstruiert werden: Ein
Fahrzeug-Langstrager nimmt durch Faltenbeulen und plastische Dehnung Energie
auf. Durch die gezielte Lochpositionierung kann weiteres Beulen begiinstigt werden,
der Léngstrager nimmt dann mehr Energie auf. Ungiinstige Lochpositionen zum
Beispiel in der Ndhe der Lagerung kénnen das frithzeitige Ausknicken des Léngs-
triagers bewirken. Es gibt also sowohl positive als auch negative Beeinflussungen
der inneren Energie. Dies liegt daran, dass bei der vollstandigen Modellierung
als Anfangsrandwertproblem unter Beriicksichtigung der Tragheit die Energie des
Systems auch in kinetische Energie umgewandelt werden kann, beziehungsweise je
nach Belastung eben nicht in Dehnungsenergie umgewandelt wird. Im linearen
System ist ein solcher Verbleib von kinetischer Energie nicht méglich.

5.5 Berechnungsmodell der Ableitungen des
Tragheits- und Dampfungsterms und der
Volumenkraft

Die verbleibenden drei Randintegrale der expliziten materiellen Ableitung (4.36)
bis (4.38) beinhalten statt des Spannungstensors und des Gradienten der Adjun-
gierten direkt die Losung des Anfangsrandwertproblems u und deren zeitliche
Ableitungen 11 und i sowie die Adjungierte A. Wir beginnen an dieser Stelle mit
der Entwicklung des Berechnungsmodells fiir den Tragheitsterm

dleaXg\ T,
—133}(((1(7.(’)) O//gﬁ~Adth.

Die Berechnungsmodelle fiir die Ableitungen des Dampfungsterms und der Volu-
menkréfte werden am Ende des Abschnitts daraus abgeleitet.

Die Ableitung des Trégheitsterms erfordert die Kenntnis der Beschleunigung und
der Adjungierten auf dem Lochrand. Die Dichte g ist konstant im gesamten Korper
und hier lediglich ein Skalierungsfaktor. Sowohl die Beschleunigung als auch die
Adjungierte setzen sich aus zwei Komponenten zusammen, die in Abbildung 5.16
dargestellt sind. In Abbildung 5.16a ist das globale kinematische Verhalten des
Ausschnitts dargestellt, das durch das Verhalten der Mikrozelle gesteuert ist. Der
Ausschnitt erfahrt an jedem Punkt des Korpers die Beschleunigung und Adjungier-
te, die auch die Mikrozelle erfahrt. Durch die Beschleunigung der Verzerrung des
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Anfangsrandwertproblems und die adjungierte Verzerrung erfahrt der Lochrand
auBerdem noch eine lokale Verzerrung. In Abbildung 5.16b ist dies beispielhaft
anhand der Adjungierten auf der Mittelflache dargestellt.

I dxy |
oA
0Xy X,
(a) Globales kinematisches Verhalten der (b) Adjungierte ,Verschiebung® des
Mikrozelle Lochrands durch Dehnung

Abbildung 5.16: Visualisierung der Ableitung des Tragheitsterms

Diese Lochrandverzerrung stellt fiir die Auswertung eine weitere Schwierigkeit
dar. Wurde in den beiden vorherigen Abschnitten noch mittels der Materialin-
terpolation die Dehnung des Aussparungsrandes ermittelt, so ist hier die adjun-
gierte Loch,verschiebung® gesucht. Und genau dieser Einfluss wurde schon bei
der Ableitung der gemischt adjungierten Energie und der expliziten Ableitung
in Annahme 5.3.1 vernachléssigt, als die Integration auf dem undeformierten
Loch durchgefithrt wurde, obwohl die Integral-Formulierung mit dem Cauchyschen
Spannungstensor in der Momentankonfiguration betrachtet wurde.

Die Ableitung des Tragheitsterms kann zwar in der Bezugskonfiguration aus-
gewertet werden, so dass fiir die Integration keine besondere Parametrisierung
benotigt wird, die Kenntnis der Lochverzerrung ist aber trotzdem notwendig.
Im Folgenden wird daher vereinfachend angenommen, dass der Triagheitseinfluss
durch die Lochdeformation im Verhéltnis zur Tragheit des unverzerrten Lochs
durch das Mikrozellenverhalten gering ist. Daher wird auch fiir die Ableitung des
Tragheitsterms die Lochdeformation vernachlassigt und nur der Mikrozellenanteil

ausgewertet.
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Annahme 5.5.1 (Vernachlassigung der Lochverzerrung).

Die Beschleunigung und die Adjungierte auf dem Aussparungsrand haben nur
einen geringen Einfluss auf die Ableitung des Tragheitsterms, da dieser in
erster Linie die Verdanderung der gemischt adjungierten kinetischen Energie
durch Vorhandensein oder eben nicht Vorhandensein des zylindrischen Aus-
schnitts beschreibt. Auf die Integration der Lochrandbeschleunigung und der
adjungierten Lochrandverschiebung kann verzichtet werden.

Damit wird die Beschleunigung und die Adjungierte auf dem Aussparungsrand
auf das globale Mikrozellenverhalten reduziert und bekommt an jedem Punkt
des Lochrands das Mikrozellenverhalten zugewiesen:

i, —ii(Xo) und Al = A(Xo) . (5.48)

Im Fall der Schalenmodellierung hat das Mikrozellenverhalten eine translatorische
und eine rotatorische Komponente. Die translatorische Komponente wird durch
die Beschleunigung der Mittelfldche “@ ry und durch die Adjungierte der Mittel-
fliche *p o¢ bestimmt, die rotatorische Komponente durch die Beschleunigung des
Schalendirektors 'd und durch den adjungierten Direktor d.

Wir betrachten zunéchst die Verschiebung u nach der Definition der Verschie-
bung (3.1) gemeinsam mit der speziellen Bezugs- und Momentankonfiguration der
Schalenformulierung (3.36) und (3.37)

0 (6 301) = " (Ear) — Ko (60) + 56 (0 (60,0) ~ N ()

Da der materielle Ortsvektor der Mittelfliche X 4 und der Schalennormalenvek-
tor N konstant in der Zeit sind, kann mit der Definition des Direktors d = RN
die Beschleunigung ii mit der Beschleunigung der Rotationsmatix R aus (3.55)
formuliert werden

i ue hooues h  ues
u= 'CpM+§§3 d= 'CPM+§§3 RN. (549)

Fur die Adjungierte wird ebenfalls die Darstellung mit der Schalenformulierung
verwendet

A (5&7 §37 t) = /\‘p/\/l (gm t) - XM (&x) + ggd ()\d (gm t) -N (5{1)) . (5'50)

Die Berechnung des adjungierten Direktors Ad = RN wurde in Abschnitt 5.3.3
bei der Berechnung des adjungierten linearisierten Verzerrungstensors bereits
erlautert.
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Eingesetzt in die Ableitung des Tragheitsterms liefern die Beschleunigung (5.49)
und die Adjungierte (5.50) durch das Skalarprodukt in der Dickenkoordinate
konstante, lineare und quadratische Terme

/T/ﬁ-Adth:/T/ (’“@M.*¢M“'¢M Xy
0

Iy 0.

b ugs o oues

+ 586 RN Yo — D6 RN - Xy
h .. h .

+ 56" Pm = D6 e N

h 2u-- A h zu--
+<§§3> RN-d - (563) RN-N| drdé. (5.51)

Alle Terme sind in Radius und Winkel der Lochrandparametrisierung der zy-
lindrischen Aussparung mit der vereinfachenden Annahme 5.5.1 konstant. Die
linearen Terme verschwinden bei der Integration beziiglich der Dickenkoordinate.
Damit verbleibt in der Ableitung des Tréigheitsterms ein translatorischer und ein
rotatorischer Teil um den Ausschnittsmittelpunkt auf der Mittelflache.

Resultat 5.5.1 (Berechnungsmodell der Ableitung des Tréagheitsterms).
Die Ableitung des Trigheitsterms der Topologischen Ableitung wird durch
die translatorische Beschleunigung und Adjungierte der Mittelflache und die
rotatorische Beschleunigung und den adjungierten Direktor berechnet:

_13151<d‘c’“ (Xo) ) //gu AdIdt

0 I

T h2
= /(QUM x\M—QlQ(RN-N—URN-’\d))dt. (5.52)
0

Das Resultat lasst sich interpretieren als die spezifische kinetische translatorische
und rotatorische Energie des ausgeschnittenen Zylinders. Die Energie ist dabei
wie bei der Ableitung der gemischt adjungierten Energie durch die Adjungierte
induziert. Der Faktor ﬁ entspricht dem auf das Volumen bezogenen Tragheitsmo-
ment eines diilnnen Stabcs, auf den der Ausschnitt mit dem Ubergang zum Limes
reduziert wird, der um seine Querachse rotiert.
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Die Formulierung der Volumenkraft ist meist nur translatorisch. Damit kann das
Lochrandintegral der Ableitung der Volumenkréfte auf die Integrationspunkte auf
der Mittelflache reduziert werden:

-1

lim (dcd(:(o)‘) 0/F/f Adrdt = /f Ancdt. (5.53)

Fur die Ableitung des Dampfungsterms fiihrt das analoge Vorgehen wie bei der
Herleitung fiir die Ableitung des Triagheitsterms mit der Mittelflichengeschwindig-
keit tip¢ und der Rotationsgeschwindigkeit ‘R aus (3.54) auf

. d CT(XO
lﬁﬁ)l (d,> O/F/cdu Adldt

T

B2

:/<duM )\M—%(RN-N— RN%i))dt. (5.54)
0

5.6 Zusammenfiihrung und Visualisierung

In der rdumlich kontinuierlichen Theorie liegt die Topologische Ableitung fiir
jeden Punkt des Korpers vor. Mit Verwendung der Schalentheorie und der Mo-
dellierung des Ausschnitts als zylindrisches Loch wird dies auf eine Sensitivitét
fiir jeden Punkt der Mittelfliche des Korpers reduziert. Die Modellierung und
Berechnung mit der Methode der finiten Elemente schrénkt die Integralauswertung
auf die Flachenintegrationspunkte (Abbildung 3.14a) der Schalenelemente ein,
da entlang der Koordinaten dieser Punkte die effektive plastische Dehnung und
die Spannungen an den Dickenintegrationspunkten (Abbildung 3.14b) berechnet
werden. Alle weiteren Grofien, wie der Gradient der Adjungierten Grad A, die
Beschleunigung it und die Adjungierte A, kénnen mit den Ansatzfunktionen (3.57)
auf den Flachenintegrationspunkten ausgewertet werden.

Die Visualisierung von Simulationsergebnissen erfolgt in der Regel element- oder
knotenbasiert. Bei der knotenbasierten Darstellung werden die zu visualisierenden
Knotenwerte und Knotenkoordinaten mit den bilinearen Ansatzfunktionen zu
einer Visualisierung der gesamten Mittelfliche mit den interpolierten Werten
zusammengefiithrt.
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Fiir die knotenbasierte Darstellung der Topologischen Ableitung der praktischen
Beispiele im néchsten Kapitel werden zunédchst die Werte der Flidchenintegrations-
punkte elementweise gemittelt

n,
770 = LN 77 (60,6,) (5.55)
nm p=1
In Abbildung 5.17a ist diese elementweise Mittelung skizziert. Die Werte der
Flachenintegrationspunkte werden gemittelt und dem ganzen Element zugewiesen.
Die Werte der nnachbar an einem Elementknoten Xy angrenzenden Elemente
werden mit dem jeweiligen Elementvolumen ‘_Q(e)

gewichtet und dann dem Knoten
zugewiesen

Zggéichbar Tj(e) Q(e)

Z:galchbar (e

Das Elementvolumen kann beispielsweise mit der numerischen Integration der

TT (Xn) = (5.56)

Funktion z = 1 beziiglich eines finiten Elements wie in (3.62) bestimmt werden.
Mithilfe der Ansatzfunktionen wird dann ein bilinearer kontinuierlicher Verlauf
der Sensitivitidt wie in Abbildung 5.17b erzeugt.

TT
I> ~0.0002
I< —0.015
(a) Mittelung der Sensitivitdten der (b) Mittelung der elementbasierten
Flachenintegrationspunkte auf Elementbasis Sensitivitdten auf die Elementknoten

Abbildung 5.17: Visualisierung der Topologischen Ableitung

5.7 Zusammenfassung des numerischen
Losungsansatzes

Die analytischen Beschreibungen von Spannung und Dehnung am Lochrand unter
der Voraussetzung linearen Materialverhaltens und kleiner Verschiebungen stoen
wegen der durch die Kerbwirkung initiierten plastischen Dehnung schnell an die
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Grenze der Giiltigkeit. Mit der Materialinterpolation in Abschnitt 5.2 wurde eine
phéanomenologische Modellierung fiir zeitlich begrenztes lineares Materialverhalten
definiert, das die lokalen plastischen Dehnungen und die damit verbundene kiinst-
liche Veranderung des Materials beriicksichtigt. In den folgenden Abschnitten
wurden damit auf Basis der Schnittgréfien der Mikrozelle die Berechnungsmodelle
der Ableitung der gemischt adjungierten Energie und der expliziten Ableitung
der inneren Energie mithilfe der linearisierten Formeln erldutert. Die Berechnung
der Ableitung des Tragheitsterms erfolgt schliellich auf Basis der Mittelflachen-
translation und -rotation. Die gesamten Berechnungen dieses Kapitels sind in
Algorithmus 4 zusammengefasst.

Resultat 5.7.1 (Gesamter Berechnungsablauf der Topologischen Ableitung).
Die Berechnung der Topologischen Ableitung erfolgt insgesamt in drei Schritten,
die hintereinander ausgefithrt werden. Auf die Losung des Anfangsrandwertpro-
blems mit dem Algorithmus der impliziten Zeitintegration 1 (Kapitel 3, Seite
71) folgt die Berechnung der Adjungierten mit einem adjungierten Losungs-
schema aus Algorithmus 2 oder 3. Die beiden adjungierten Losungsschemata
werst differenzieren — dann diskretisieren und ,erst diskretisieren — dann
differenzieren werden dabei als gleichwertig betrachtet. Die Berechnung der
Verschiebung u und der adjungierten A erfolgt dabei gleichzeitig fiir alle Ele-
mentknoten des Kérpers mit der Methode der finiten Elemente. Aus den
berechneten Feldgréfien u und A kann schlieBlich mit Algorithmus 4 punktwei-
se die Topologische Ableitung berechnet werden. Der Ablauf ist im Diagramm
in Abbildung 5.18 dargestellt.

In diesem Kapitel wurde nur mit der Schalenformulierung gearbeitet. Fiir die
dreidimensionale Modellierung volumetrischer Korper mit kugelformiger Ausspa-
rung existieren im linear Elastischen auch Losungen fiir die Spannungsverteilung.
Als Schnittgrofien werden dann keine Momente mehr betrachtet, sondern die 6
Spannungskomponenten (3 Normal- und 3 Schubspannungen). Die analytische
Losung wird als Losung des Problems von Léon bezeichnet (Hahn 1985). Mit der
Materialinterpolation konnen die Randintegrale prinzipiell auch auf der Kugelflache
ausgewertet werden.
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Algorithmus 4 Numerische Auswertung der Randintegrale und Berechnung der

Topologischen Ableitung

1
2
3

10

11
12
13
14
15

16

For alle Integrationspunkte der Mittelfliche Do
For alle Zeitpunkte £ = 0,...,m Do
Berechne die Materialinterpolation v und Er nach (5.21) und (5.24) fiir
jeden Dickenintegrationspunkt
Berechne durchschnittliche effektive Materialkennwerte Ep, 7 und o/
nach (5.25)
Berechne Schnittgrofien glo”iaaﬂ(s) und ,gimep der Losung des Anfangs-
randwertproblems im lokalen temporaren Koordinatensystem der Ver-
schiebung “£%°¢ nach (5.31) und (5.32)
Berechne adjungierte Spannungen | guiauﬁ(s) und adjungierte Momen-
te AghifoLag des adjungierten Endwertproblems im adjungierten loka-
len temporiren Koordinatensystem der Adjungierten *£1°¢ nach (5.37)
und (5.38)
Berechne die Rotationsbeschleunigung “R nach (3.55), die Rotationsge-
schwindigkeit “R nach (3.54) und den adjungierten Direktor d = RN
nach der Schalendefinition mit (3.41) mit den adjungierten Rotationen
End For
Berechne das Zeitintegral der Ableitung der gemischt adjungierten Ener-
gie (5.41)
Berechne die explizite Ableitung der inneren Energie mit Spannungen und
Momenten zum Endzeitpunkt nach (5.46)
Berechne das Zeitintegral der Ableitung des Trégheitsterms (5.52)
Berechne das Zeitintegral der Ableitung der Volumenkréfte (5.53)
Berechne das Zeitintegral der Ableitung des Dampfungsterms (5.54)
End For
Berechne die durchschnittliche Elementsensitivitat durch Mittelung der Sensi-
tivitdten der Fliachenintegrationspunkte (5.55)
Glitte die Elementsensitivitdten durch Extrapolation auf die Elementkno-
ten (5.56)

5.8 Zusammenfassung der Annahmen und

Verbesserungspotenziale

Dem vorgestellten Berechnungskonzept liegen vereinfachende Annahmen zugrunde.

Motiviert durch das Verfahren der impliziten Zeitintegration zur Losung des An-
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Losung des Anfangs-
randwertproblems
mit Algorithmus 1

Y Y

Berechnung der Adjungier- Berechnung der Adjungier-
ten nach Algorithmus 2 ten nach Algorithmus 3
werst differenzieren werst diskretisieren
dann diskretisieren dann differenzieren®

Auswertung der Topo-

L » logischen Ableitung -~

nach Algorithmus 4

Abbildung 5.18: Ablauf der Berechnung der Topologischen Ableitung

fangsrandwertproblems und der Lésung des adjungierten Endwertproblems wurde
Annahme 5.2.1 getroffen: Das Material verhélt sich in jedem Zeitpunkt temporar
linear. Mit dieser Annahme wurde die Materialinterpolation zur Berechnung der
SchnittgroBen entwickelt. Und wieder mit dieser Materialinterpolation wurde aus
den SchnittgroBen mit den linearen Formeln auf die Spannungen und Dehnungen
am Lochrand geschlossen (Annahme 5.3.2). Die phdnomenologische Materialinter-
polation kann auf Basis der numerischen Materialmodellierung verbessert werden.
FEine geschlossene Formulierung fiir die Spannungen und Dehnungen am Loch-
rand bei nichtlinearem Materialverhalten bietet fiir die nichtlineare Topologische
Ableitung das grofite Potential zur korrekten und effizienten Berechnung. Hier
gehen die Untersuchungen von Sawin 1956 mit den Losungen fiir ideal plastisches
Materialverhalten ohne Verfestigung noch nicht weit genug.

Bei der Berechnung der Spannungen und Dehnungen am Lochrand wurden die
Formeln auf Basis der Kirchhoffschen Plattentheorie verwendet. In Annahme 5.3.3
wird damit die Schubweichheit vernachléssigt, die eine Schalenformulierung in der
nichtlinearen Kontinuumsmechanik jedoch grundsétzlich hat. Bei im Verhéltnis
zur Schalendicke sehr kleinen Léchern (im Fall der Topologischen Ableitung mit
infinitesimalem Lochradius) ist die Kirchhoffsche Annahme fiir die Spannungsab-
schédtzung am Lochrand nicht mehr ausreichend. Hierzu wurden bereits analytische
Weiterentwicklungen mit der Reissner-Mindlinschen Plattentheorie von Felger und
Becker 2019 vorgestellt.

Sowohl bei der Ableitung der gemischt adjungierten Energie als auch beim Be-
rechnungsmodell der expliziten Ableitung der inneren Energie wurde zunéchst die
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Formulierung in der Momentankonfiguration betrachtet, um mit dem Cauchyschen
Spannungstensor und dem linearisierten Verzerrungstensor auf Gréflen zuriickzu-
greifen, die aus den linearen Formeln fiir die Umfangsspannung am Aussparungs-
rand berechnet werden kénnen. Die Integration erfolgte aber schliefSlich nicht auf
dem Lochrand in der Momentankonfiguration sondern in der Bezugskonfiguration
(Annahme 5.3.2), da hier die Parametrisierung der Zylindermantelfliche besonders
einfach ist. Die fehlende Kenntnis der genauen Verzerrung des Lochs fiithrt auch
bei der Berechnung der Ableitung des Trégheitsterms durch die Vernachlassigung
des kinematischen Verhaltens des Lochrands (Annahme 5.3.1) auf den Verlust der
Tragheitsinderung durch die Anderung der Lochform. In beiden Féllen kénnte mit
Anwendung der Formel von Cesaro (Cesaro 1906) durch Integration der Dehnung
die Veranderung des Aussparungsrandes berechnet werden.

Beim Berechnungsmodell der expliziten Ableitung der inneren Energie wurde ver-
einfachend eine Unabhéngigkeit der inneren Energie von der Verformungsgeschich-
te angenommen (Annahme 5.4.2). Hier fehlten zur verbesserten Auswertung die
Spannungsraten. Dies kann mit einer detaillierteren Ausgabe des Finite-Elemente-
Berechnungsprogramms oder einer geeigneten numerischen Differenziation aus den
zeitlichen Verldufen der Spannungen korrigiert werden.

Eine allgemeinere Losung, die unabhéngig von den linearen Umfangsspannungen
eine Auswertung der Randintegrale zulésst, ist generell wiinschenswert. Fiir die
explizite Ableitung der inneren Energie wurde hierzu in Weider und Schumacher
2018 vorgeschlagen, auf Basis der gesonderten Berechnung der Mikrozelle eine
Approximation fiir das Lochrandintegral in Abhéngigkeit der Schnittgrofien zu
erstellen. Fiir die Ableitung der gemischt adjungierten Energie mit der Spannung
und dem adjungierten Gradienten ergeben sich mehr Gréflen am Lochrand, die
in Abhéngigkeit aller Schnittgrofen in der Approximation dargestellt werden
miissen. Eine Modellierung mit kiinstlichen neuronalen Netzen wére hier eine
Losungsmoglichkeit, da mit einem neuronalen Netz mehrere Groen gleichzeitig
approximiert werden konnen.



6 Plausibilitatspriifung anhand
praktischer Beispiele

Anhand zweier akademischer Beispiele werden in diesem Kapitel die zuvor entwi-
ckelten Formeln und Berechnungsmodelle plausibilisiert. Zunéchst wird an einem
Euler-Bernoulli-Balken! untersucht, ob sich die nichtlineare Topologische Ableitung
der inneren Energie im Grenzfall langsamer Belastung, kleiner Verschiebungen und
daraus resultierend ohne plastische Dehnungen auf die lineare Topologische Ablei-
tung zuriickfithren lasst. Fiir das Balkenbeispiel kann die Adjungierte nach dem
Losungsschema ,erst differenzieren - dann diskretisieren analytisch ohne Diskreti-
sierung angegeben werden, was die Uberpriifung des adjungierten Lésungsschemas
erst diskretisieren - dann differenzieren® iiberhaupt erst ermdglicht.

Die Veranderung der Topologischen Ableitung bei Nichtlinearitat wird anschlieffend
mit dem Balken bei grofien Verschiebungen und plastischen Dehnungen gezeigt,
wobei dann auch Schubverzerrungen zugelassen werden.

Mit einem Kragtréger unter hochdynamischer Belastung wird schliefllich auch das
Verschiebungsfunktional inhdrent gepriift.

Die Finite-Elemente-Berechnung der nichtlinearen Biegung des Balkens und des
Kragtriigers erfolgt mit der kommerziellen Software LS-Dyna®2. Die Algorithmen 2,
3 und 4 sind mit der Skriptsprache Python 3% und dem Modul Numpy* fiir die
Losung der linearen Gleichungssysteme umgesetzt.

'nach L. Euler (1707-1783) und J. Bernoulli (1654-1705)

2LS-Dyna® R11.1, shared memory parallel (smp), double precision (dp)
3Python Version 3.7.9, http://www.python.org, Aufruf am 26.11.2020
4Numpy Version 1.19.1 http://numpy.org, Aufruf am 26.11.2020



178 Plausibilitatspriifung anhand praktischer Beispiele

6.1 Biegebalken

Wir betrachten einen einseitig eingespannten Balken unter Querbelastung, also
einen geraden Tréger konstanter Geometrie geméf Abbildung 6.1a, dessen Lange [
grof3 ist gegeniiber den Abmessungen des Querschnitts. Die Bezeichnungen der
Koordinaten, Richtungen, Verschiebungen und Rotationen ist hier abweichend
von den konventionellen Bezeichnungen in der Lehrliteratur angelehnt an die
Bezeichnungen der Schale. Die Achse entlang des Vektors ey ist die Schwerachse,
die Achsen entlang der Vektoren e; und e sind die Haupttrigheitsachsen.

Zunéchst betrachten wir den Balken in Abbildung 6.1 unter den linearen Annahmen
die in Anmerkung 3.2.2 auf Seite 43 zusammengefasst sind. Die Materialparameter
entsprechen denen des Aluminium-Materials in Tabelle 5.1 auf Seite 146. Der
Balken wird am freien Ende durch eine Einzelkraft F' = 1-107% kN so belastet, dass
eine gerade Biegung entsteht, also nur Momente m,, um die es-Achse hervorgerufen
werden. Weitere kinematische Annahmen werden zur eindeutigen Ermittlung der
Verschiebungen benétigt:

e Querschnitte, die vor der Deformation eben waren, sind auch nach der
Deformation eben,

o die Querschnittsflache bleibt senkrecht zur Mittelfliche und

¢ die Querschnittshohe bleibt konstant.

Die ersten beiden Annahmen werden auch Bernoullische Annahmen genannt.
Damit werden Schubdeformationen vernachléssigt und der Balken wird auch als
schubstarr bezeichnet. Diese Schubstarrheit nach Bernoulli entspricht der Kirch-
hoffschen Annahme fiir Platten. Der Rotationsfreiheitsgrad 6, ist damit festgelegt
durch die Ableitung der Durchbiegung als

Wir entwickeln hier direkt die Bewegungsgleichung des Balkens und leiten daraus
die statische Biegelinie ug (X7) als quasistatischen Spezialfall ab, bei dem die
Bewegung so langsam ablduft, dass sich der Balken zu jedem Zeitpunkt im stati-
schen Gleichgewicht befindet. Der Schwerpunkt- und der Drallsatz fiir das blaue
Balkenelement in Abbildung 6.2 kénnen iiber das Kréftegleichgewicht an dem infi-
nitesimalen grauen Volumenelement entwickelt werden. Das Kréftegleichgewicht
fithrt wie bei der Herleitung der lokalen Bewegungsgleichung in Abschnitt 3.2.1
auf die starke Form der Bewegungsgleichung.
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Abbildung 6.1: Biegung des Balkens mit Bernoullischer Annahme

Diese Gleichung, integriert beziiglich des blauen Balkenelements und Einarbei-
tung der aufleren Belastung 73 mit dem Gauflschen Integralsatz, liefert mit der
Querschnittsfliche A := bh den Schwerpunktsatz

0Aiiz = +73. (62)

00X,

Die Integration des Drallsatzes fiir das infinitesimale Volumenelement beztiglich
des blauen Balkenelements liefert den Drallsatz

Oy fon . (6.3)

Lol =
01202 X,

Da keine Schubverzerrungen vorliegen, kann die Normalspannung mit der Annahme
des Ebenbleibens des Querschnitts u; = 02 X3 direkt aus der Dehnung mit
8u1 802

Ope =FEepy=E-—=F

X 4
X, ox, 3 (6-4)

berechnet werden. Das Biegemoment m,, ldsst sich mit der Momentendefinition
im vorherigen Kapitel (5.1) und zusitzlicher Integration beztiglich der Breitenko-
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ordinate Xy € [ 3 g} mit dem Flachentrigheitsmoment fir einen rechteckigen

Balkenquerschnitt I : bh berechnen:

00
3d Xy dX. FEl .
3(1 2d 3 = QaXl (6 5)

Mgy

N

-3
Wird noch die Rotationstrégheit vernachlissigt (ols = 0), sind noch die Dif-
ferentialgleichungen (6.1), (6.5), (6.3) und (6.2) fiir das dynamische System zu
l6sen:

aU3 a0 Omm fzz

67)(1:_07 E]287)(1:muu7 8X 7.]0127 QAUJ 8X

+73.

Von links nach rechts wird jeweils differenziert und dann eingesetzt. Bei gleich-
bleibendem Querschnitt ist EI; = const. und das System vereinfacht sich zur
Bewegungsgleichung des Euler-Bernoulli-Balkens

o*u
8X4

EIQ + QAUg =1T73. (66)

Die Bewegungsgleichung beschreibt ein Anfangsrandwertproblem mit geometri-
schen Randbedingungen und dynamischen Anfangswerten. Liegt keine Belastung
durch duflere Spannungen vor, sondern nur eine idealisierte Einzellast, wird diese
bei der raumlichen Integration in die statische Losung eingearbeitet. Das Schwin-
gungsverhalten des Euler-Bernoulli-Balkens wird im Raum mit einer Differential-
gleichung 4. Ordnung und in der Zeit mit einer Differentialgleichung 2. Ordnung
modelliert.

73 fzz + dfzz
Mgz + dmgy

€1

l e3 dX1

Abbildung 6.2: Inkrementelles Balkenelement mit Schnittkriften und -momenten
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6.1.1 Quasistatische Belastung ohne Tragheitseffekte

In diesem Abschnitt wird die quasistatische Losung der Bewegungsgleichung
ohne Berticksichtigung der Trégheit betrachtet. Dazu wird die Verschiebung als
linear und die Geschwindigkeit als konstant in der Zeit angenommen. Mit dieser
Vereinfachung wird die statische Biegelinie inkrementell durch eine Kraft erzeugt,
die langsam bis zur finalen Einzellast F gesteigert wird (wie in Abbildung 6.1d
dargestellt). Es entfallt der Tragheitsterm, da die Beschleunigung gleich null ist.
Dies vereinfacht die Bewegungsgleichung zur Differentialgleichung der Biegelinie
fiir den statischen Fall:

0*us
0.6
Im Fall des Kragbalkens mit den geometrischen Randbedingungen ug(X; =0) =0

EIQ =T3. (67)

und 2~ (X 1 = 0) und der statischen Randbedingung der Einzellast F' am freien
Ende ohne duBere Streckenlast (13 = 0) sind die Verschiebungen

1 ¢ X?
w=—— (-2 x| x .
Uy ELT ( 5 +1 1) 3 (6.8)
1t [ XD x?
=gt (o (6.10)

eine Losung der statischen Biegelinie (6.7) und auch eine Lésung der Bewegungs-

gleichung (6.6) mit den Anfangswerten i3 = 0 und 1z = ﬁ% ( o+ IX1> Die
Verzerrung .., entféllt mit den Bernoullischen Annahmen. Die Normalspannung

in Richtung der Balkenachse ist nach (6.4) dann

1t

L DX (6.11)

Oz =
Betrachten wir nun die innere Energie 7. Die Definition aus 4.67 in Abschnitt 4.5.1
konnen wir mit dem Elastizitétstensor und der linearen Annahme, dass sich Bezugs-
und Momentankonfiguration nicht mehr unterscheiden, umformen:

jU:/T/a.ddet //as ) ddt = //(Cs ) ddt. (6.12)

0

Fiir das adjungierte Losungsschema ,erst differenzieren - dann diskretisieren® ist
nach (4.76) die Pseudolast fiir das adjungierte Endwertproblem gleich null. Mit
der Substitution A(s) = A(T — s) und Umwandlung in ein Anfangswertproblem
nach Anmerkung 4.3.2 auf Seite 90 kann die Adjungierte rein analytisch berechnet
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werden. Da fiir den Balken nur die Adjungierte der inneren Energie betrachtet wird,
kann der Index , der Ubersichtlichkeit halber in diesem Abschnitt weggelassen
werden.

Es sind zunéchst die Anfangswerte zu bestimmen. Aufgrund der Unabhéngigkeit
der inneren Energie von den Beschleunigungen ist der Anfangswert fiir die Adjun-
gierte gleich null: by (0) = 0. Fiir die Zeitableitung der Adjungierten muss noch
der Anfangswert bestimmt werden. Da keine weiteren Randlasten vorgegeben
sind, kann die Anfangswertbedingung mit dem Gauflschen Integralsatz umgeformt
werden zu

[em

-e(6(0)) + oA (0) - ¢ (0) d2 =0,

t=T

=/fdiv0'(u)
2

so dass die Anfangsbedingung fiir die Zeitableitung der Adjungierten

(¢ (0)) A0 (6.13)

t=T

/' ox(0) - ¢ (0) A2 = / div o (u)

fiir beliebige Testfunktionen ¢ erfiillt sein muss. Fiir die adjungierte Bestimmungs-
gleichung wird noch die Ableitung der von der Adjungierten geleisteten Arbeit
nach den Verschiebungen u bendétigt. Mit der gleichen Umformung mit dem Elas-
tizitdtstensor wie in 5.16 und dem Gaufschen Integralsatz kann das adjungierte
Anfangswertproblem in der schwachen Form folgendermaflen umgeformt

<G*(5\( ), AQ) > // d()dt+//g)\ Pd0dt

T
- _ TN .
//dn o ¢>d(2dt+b/!g)\ pdodt

0 n

und schlieBlich in die strenge lokale inkrementelle Form
dive (5\) = gi in 2

gebracht werden. Fiir die Adjungierte werden die gleichen ,schubstarren An-
nahmen \; = d/\3 X5 und A\ = "/\3 X5 getroffen. Wie bei der Entwicklung der
Balkendifferentlalglelghungen brlngt dle Integration der lokalen inkrementellen

Form jetzt die adjungierte Differentialgleichung

El 84:\ + A)\ =0. (6.14)
QXm OAA3 .
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Dies ist die homogene Differentialgleichung fiir eine freie Schwingung ohne Damp-
fung. Die freie Schwingung wird auch Eigenschwingung genannt: Die Schwingung
wird nur durch die Anfangswerte bestimmt, dann wird das System sich selbst
itberlassen. Eine Schwingung ist ein Spezialfall der transienten Bewegung, deren
Merkmale sich in gewissen Zeitabsténden wiederholen.

Wir suchen iiber den Produktansatz in Raum und Zeit nach einer speziellen Lésung
der Art

A3 (X1,5) = A (X)) cos (ws — @) |

mit der harmonische Schwingungen beschrieben werden koénnen. Die Funkti-
on A (X7) wird als Eigenschwingungsform bezeichnet. Der Faktor cos (ws — ¢) mit
der Figenkreisfrequenz w und der Phasenverschiebung ¢ wird dabei als Ansatz fiir
die Losung der zeitlichen Schwingung, also ortlich fixiert gewéhlt. Der Faktor A
entspricht nicht in jedem Fall exakt der Amplitude im physikalischen Sinn und
damit der halben Schwingungsweite, da die Schwingungsweite auch von der Eigen-
schwingungsform abhéngt. Im Fall des Biegebalkens beispielsweise entspricht A
der halben tatsichlichen Amplitude. Trotzdem bezeichnen wir den Faktor \ als

Amplitude.

Eingesetzt in die adjungierte Differentialgleichung (6.14) liefert der Produktansatz
die rdumliche Differentialgleichung
0*A
0x1)*

5 0A
1_ 2@

— KA =0 mit K Bl

Die Herleitung der Losung dieser raumlichen Differentialgleichung kann beispiels-
weise Gross et al. 2018 entnommen werden. Hier sei nur das Ergebnis in verkiirzter
Form speziell fiir den einseitig eingespannten Balken angegeben:

Aus den vier geometrischen Randbedingungen (Einspannungen und freie Enden)
folgen die Eigenkreisfrequenzen wy. Die ersten drei Eigenkreisfrequenzen lauten

El

kil = 1.875 wi= 3516\ ot
El

Kol = 4.604 , wy = 22.034 Al
El,

[ =7.854 = 61. _—
rsl = 7.854 wy = 61635 o
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Die weiteren Losungen kénnen naherungsweise mit sl = (2k — 1) § berechnet
werden. In Abbildung 6.3a sind die ersten 11 Eigenkreisfrequenzen des Balkens
aufgetragen. Fiir die k-te Eigenschwingungsform folgt damit mit der Abkiirzung

~_ cos kgl + cosh gl
e = sin kil + sinh kgl

die k-te Eigenschwingungsform des Balkens
Ay (X1) = cos kg X7 — cosh kp X7 — g (sin kx X7 — sinh £, X7) .

Die ersten beiden Eigenschwingungsformen sind in Abbildung 6.3b dargestellt.
Die Eigenschwingungsformen sind massenorthogonal, das heifit es gilt:

l .. .
o =
[ oAN: (X)) Ay (X1) dXy = i HEE=J. (6.15)
] 0 firi#j.

Dabei wird m; als die modale Masse der i-ten Eigenschwingungsform bezeichnet.
Es gilt immer: fé A; (X1) A (Xq) dX; = I. Bei konstanter Massenbelegung oA ist
die modale Masse fiir jede Eigenschwingungsform m; = pAl. Bei jeder Eigen-
schwingungsform ist also die gesamte Masse des Balkens beteiligt.

0 Grundschwingung
/: l
- >
'y 10" 5 =
=) <
R= —2 A
3 1. Oberschwingung
10 27 /
, Z 0 .
11 < ¢
5 10
Index @ -2-
(a) Eigenkreisfrequenzen (b) Eigenschwingungsformen

Abbildung 6.3: Eigenschwingungsformen und -kreisfrequenzen des einseitig
eingespannten Balkens

°In der Lehrliteratur (zum Beispiel Magnus et al. 2016, Gross et al. 2018) werden Amplitude
und Eigenschwingungsform nicht getrennt voneinander dargestellt, sondern die Amplitude
ist als anzupassender Faktor in die Eigenschwingungsform integriert.
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Wenn der Balken mit allen méglichen Teillésungen schwingen kann, ist die voll-
stdndige Losung der homogenen Bewegungsgleichung die Summe aller Teilschwin-
gungen. Die adjungierte Lésung ist also von der Form

A3 = > NeAx (X1) cos (wgs — ) = 5\ Ay (X1) sinwgs .

k=1

TMg

Die Phasenverschiebungen ¢ ergeben sich dabei aus den Anfangswerten

Damit kann der Kosinus mit Phasenverschiebung direkt als Sinus geschrieben
werden.

Die Riicksubstitution ¢t = T' — s liefert die adjungierte Losung bis auf die Amplitu-
den j\k bestimmt:

i aAg)((l ) sinwy (T —t) X3, (6.16)
)\3 = io: j\kAk (Xl) sin Wi (T — t) . (617)

k=1

Die Amplitude )\ der Eigenschwingungsformen Ay ist aus der Anfangsbedin-
gung (6.13) zu bestimmen. Speziell in der vorliegenden Form der Anfangsbedin-
gungen ist die Amplitude nur schwer zu bestimmen. Daher wird in einem kurzen
Exkurs die Amplitude mit der rdumlichen Diskretisierung entwickelt.

Das adjungierte Gleichgewicht in der rdumlich diskretisierten Form kann aus (4.46)
iibernommen werden. Aufgrund der linearen Elastizitat ist die tangentiale Steifig-
keitsmatrix gleich der Steifigkeitsmatrix Kt = K. Das adjungierte Endwertpro-
blem rédumlich diskretisiert lautet damit

MX(t) + KA () =0. (6.18)

In der rdaumlich diskretisierten Form sind die Endwerte nach (4.51) bis (4.53)
definiert durch

MA™ =0 (6.19)
MA™ = Ku™ (6.20)
MA™ = 0. (6.21)

Fiir die Losung des raumlich diskretisierten Differentialgleichungssystems, ist in
diesem Spezialfall keine Losung mit einem zeitlichen Integrationsalgorithmus nétig.
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Das System kann zum Beispiel mit dem Vektor v, der Eigenkreisfrequenz w und
den Kosinus- und Sinusamplituden A\, und A4 tiber den Separationsansatz

Alt)=v (5\6 coswt + A, sin wt) (6.22)
gelost werden. Die zeitlichen Ableitungen sind dann

A(t) = vw (75\(l sin wt + A cos wt) , (6.23)
X(t) = v? (—S\C coswt — A sinwt) . (6.24)

Eingesetzt in das adjungierte Endwertproblem (6.18) muss fir alle ¢ die Glei-
chung
(:oﬁM + K)v (S\C coswt + ;\s sinwt) =0
/\2

erfiillt sein. Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn (AQM + K) v = 0 gilt. Dieses
System mit n; Freiheitsgraden hat 2ny sogenannte Eigenwerte. Die Eigenwerte Aj;
und )jp sind imagindr paarweise komplex konjugiert und hangen direkt mit den
Eigenkreisfrequenzen w; durch \j; = +iw; sowie Ajo = —iw; zusammen.

Die Eigenvektoren v; geben die rdumliche Verteilung der Bewegungsformen an.
Zu komplex konjugierten Eigenwerten gehéren komplex konjugierte Eigenvektoren.
Bei dem vorliegenden Fall von rein imagindren Eigenwerten ergeben sich damit ny
rein reelle linear unabhingige Eigenvektoren, unabhéngig vom Vorzeichen der
Eigenwerte. Die Eigenvektoren sind nur bis auf einen konstanten Faktor festgelegt,
daher erfolgt die Normierung beziiglich der Massenmatrix mit

Vi
VN, = —F/———.
J
Q/V‘?lej

Der Index N wird im Folgenden weggelassen, da die Vektoren immer in dieser
normierten Form vorliegen sollen. Dann sind die Eigenvektoren beziiglich der
Systemmatrizen orthogonal:

vz.‘Mvj =0 und V,]]C'KV]- =0 fir k#7, (6.25)
viMv,=1 und viKv, =w?. (6.26)
Die unsymmetrische Matrix der Eigenvektoren V = (V17 Vo, ..., Vp f) wird als Mo-

dalmatriz bezeichnet. Die Matrix MK kann mit der Modalmatrix diagonalisiert
werden
diag (wf) = VMKV (6.27)
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Da die Eigenvektoren v, linear unabhéngig sind, bilden sie eine Basis des Vektor-
raums der Verschiebungen. Jeder Verschiebungszustand u (T), wie beispielsweise
die statische Biegelinie, kann in diesem Vektorraum eindeutig mit den Koeffizien-
ten 1y, dargestellt werden. Diese Koeffizienten geben an, wie stark ein Eigenvektor
an der Gesamtverschiebung beteiligt ist. Wir betrachten die statische Biegelinie
als die Summe der Eigenschwingungsformen:

ny
u(T) =Y vy, = Va. (6.28)
k=1

Fiir die homogene Lésung der Differentialgleichung (6.18) wird jetzt die Uberlage-
rung der Teilschwingungen des Separationsansatzes (6.22)

n/ . N
Alt) =D v (/\kc cos wit + Ag, sin wkt) (6.29)
k=1

an die Anfangsbedingungen (6.19) und (6.20) angepasst.

Mit dem Endwert A(7T') =0 lasst sich die Kosinus-Amplitude mit der Sinus-
Amplitude ausdriicken

Ak, = — A, tanwi T . (630)
Die Kosinus-Amplitude ), eingesetzt in die Ableitung der Adjungierten (6.23)
und Auswertung zum Endzeitpunkt liefert zunéchst

. nf ~ ~
AT) =3 vy (wk)\ks tan wi, T sin wi T + wy Ak, cos wkT) . (6.31)
k=1
Der Endwert A (T) kann aber auch aus (6.20) mit der Ahnlichkeitstransforma-
tion (6.27) und der Darstellung der Biegelinie im Raum der Eigenvektoren (6.28)
ermittelt werden:

. .
A(T) = MK (T) = V diag (w2) V-'Va = 3wl v, (6.32)
=1
Der Vergleich von (6.31) und (6.32) liefert die Sinus-Amplitude
e - = swpT’ 6.33
o (M Coszwk’]‘> = Upwy cos wi T . (6.33)
coswiT' coswT'

Die Losung der Differentialgleichung wird dann aus (6.29) mit der Kosinus-
Amplitude aus (6.30), der Sinus-Amplitude aus (6.33) und mit elementaren Um-
formregeln des Sinus und Kosinus aufgelost

ny

A(t) = vi (—lgwy sinwi T cos wyt + Qg cos wyT sin wyt)
k=1
ny
==Y vilywgsinwg (T — 1) . (6.34)

k=1
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Vergleichen wir dieses Ergebnis nun mit dem kontinuierlichen Losungsansatz (6.17),
0 ist noch die Verbindung zwischen den Eigenschwingungsformen und den Eigen-
vektoren zu diskutieren:

Vollintegriert mit konsistenter Massenmatrix entsprechen sich die Eigenschwin-
gungsformen Ay des kontinuierlichen Balkens und die Eigenvektoren vi des dis-
kretisierten Balkens bis auf einen Faktor £/1/0Al. Dies liegt an der Normierung
der Eigenvektoren beziiglich der Massenmatrix (6.26), wahrend die Eigenschwin-
gungsformen ohne Massenbelegung quadratisch integriert gleich [ ergeben. Damit
unterscheiden sich auch die statischen Amplituden der beiden Systeme ebenfalls
um diesen Faktor. Das Ergebnis kann also direkt vom diskreten auf das kon-
tinuierliche System iibertragen werden. Es besteht keine Verwechselungsgefahr
bei der Schreibweise, da die Amplituden immer nur im Zusammenspiel mit der
Eigenschwingungsform bzw. dem Eigenvektor auftreten und dieses Zusammenspiel
bis auf numerische Unsauberkeiten gleich ist. Wir tibertragen das Ergebnis (6.34)
nun auf den kontinuierlichen Losungsansatz (6.17).

Resultat 6.1.1 (Adjungierte Amplitude der inneren Energie — linear elastisch
transient).

Die adjungierte Amplitude der k-ten Eigenschwingung wird mit dem Beitrag iy
des k-ten Eigenvektors beziehungsweise der k-ten Eigenschwingungsform zur
statischen Verschiebung und der Eigenkreisfrequenz wy bestimmt

;\k = —ﬁkwk. (635)

Diese Losung fur die Adjungierte gilt unabhéngig von der Balkengeometrie
und den Bernoullischen Annahmen fiir jedes linear elastische System mit der
inneren Energie.

Fir die quasistatische Belastung wurde eine Kraft linear in der Zeit angenommen.
Fir die Verschiebung, dargestellt mit den Eigenschwingungsformen A und den
statischen Amplituden zum Endzeitpunkt 4y, soll die Biegelinie (6.10) auch mit
den Eigenschwingungsformen dargestellt werden:

> ot
us (t) = Z UkAkT . (636)
k=1

Gasch et al. 2012 schlagt fiir die Berechnung der einzelnen statischen ,, Amplitu-
den® 1y, vor, nur die ersten n Eigenschwingungsformen zu betrachten und mit n
Stiitzstellen die Anpassung an die Biegelinie (6.10) vorzunehmen, wenn keine
analytische Losung moglich ist.
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Wir berechnen die statischen Amplituden mit n = 11 Stiitzstellen aus der statischen
Biegelinie. Ab der 12. Eigenschwingungsform ist die numerische Darstellbarkeit
der Eigenschwingungsform selbst schon nicht mehr gegeben, weil sich fiir grofie .l
der Sinus Hyperbolicus und der Cosinus Hyperbolicus numerisch nicht mehr
unterscheiden. Daher werden nur die ersten 11 Eigenschwingungsformen fiir die
folgenden Berechnungen beriicksichtigt. Die Verschiebung im (reduzierten) Raum
der Eigenschwingungsformen ist in Abbildung 6.4a durch die einzelnen Beitrége
auf der logarithmischen Skala aufgetragen.

1071+ 1072+
10724 1074
1073 1 s 1074
LR LN
= 0 [t g 0
< —107*1 l g—lo*5 1 l
10731 —107*1
—10721 —10731
—10711 —1072+
Index @ 10 g Index @ 10
(a) Statische Amplituden (b) Adjungierte Amplituden

Abbildung 6.4: Amplituden der Eigenschwingungsformen der statischen und der
adjungierten Losung

Die statische Biegelinie wird von der ersten und zweiten Eigenschwingungsform
dominiert. In Abbildung 6.5 sind die einzelnen Teilbiegungen der Eigenschwin-
gungsformen dargestellt. Die rote Linie der Biegelinie aus Eigenschwingungsformen
und die statische Biegelinie in schwarz gestrichelt liegen iibereinander. Die erste
Eigenschwingungsform unterscheidet sich nur geringfiigig von der Biegelinie. Die
Abweichung wird von den weiteren Eigenschwingungsformen korrigiert, deren
einzelne Beitrige jeweils so klein sind, dass ihre Verlaufe in dem Diagramm kaum
unterschieden werden konnen.

Die statische Amplitude 4 dominiert die Eigenkreisfrequenz wy,, so dass mit gro-
Berem k trotz grofler werdender Eigenkreisfrequenz wy, die adjungierte Amplitude
abnimmt, wie im Diagramm in Abbildung 6.4b zu sehen ist.
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Abbildung 6.5: Statische Biegelinie als Summe der Eigenschwingungsformen
Die adjungierten Amplituden j\k = —Uwy eingesetzt in die kontinuierliche adjun-

gierte Darstellung (6.17) vervollstandigen die Losung der adjungierten Differenti-
algleichung der inneren Energie (6.14) zu

> Oy

M= wptipsinwg (T — 1) 2k x| 6.37

1 Igwkuksmwk( )0X1 3 (6.37)

)\3 = — Z wm)k sin Wi (T — t) Ak . (638)
k=1

In Abbildung 6.6a ist der zeitliche Verlauf der quasistatischen Balkenbiegung us ()
dargestellt. Die Last wird tiber einen Zeitraum von 7' = 30 ms aufgebracht. Dieser
Zeitraum entspricht nicht einer langsamen quasistatischen Belastung und ist hier
nur der Darstellbarkeit halber gewéahlt. Die grauen Linien stellen den Balken
in 6 ms-Schritten in der jeweiligen Momentankonfiguration dar. Die farbigen
Linien verfolgen ausgewéhlte X;-Positionen des Balkens in ihrem zeitlichen Ver-
lauf (ug(Xi,t)). In Abbildung 6.6b ist die Adjungierte der inneren Energie A5 (¢)
dargestellt. Fiir eine bessere Ubersicht wurden in dieser Darstellung nur die ersten
drei Eigenschwingungsformen summiert.

Jede der Eigenschwingungen selbst ist eine periodische Schwingung, also mit
regelméaflig wiederkehrenden Eigenschaften. Die Periodendauver T, der k-ten Ei-
genschwingung ist das Zeitintervall, nachdem sich die k-te Schwingung wiederholt.
Berechnet wird die Periodendauer aus der Eigenkreisfrequenz 7;,, = Z—’: Durch die
geometrischen Randbedingungen ist die Schwingung des Balkens nicht rein peri-
odisch, das heifit, die Eigenkreisfrequenzen der héherfrequenten Teilschwingungen

sind kein ganzzahliges Vielfaches der Eigenkreisfrequenz der Grundschwingung.
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Die Graphen der Teilschwingungen sind in Abbildung 6.7 nur fir das freie Ende
des Balkens dargestellt (die lilafarbene Linie aus Abbildung 6.6b). Auch die
adjungierte Losung wird von der ersten Eigenschwingungsform dominiert. Diese
hat die groBte tatsichliche Amplitude von 23, = 0.0426 mm/ms und die groBte
Periodendauer 7, = 27.61 ms.

(X1 = 25.00 mm X1 =11875mm| (X;= 25.00 mm  X; = 118.75 mm|
X1 = 56.25 mm X1 =150.00 mm| | X; = 56.25 mm X1 = 150.00 mm
(X 87.50 mm ) X 87.50 mm

u3 in mm
<

(a) Quasistatische Balkenbiegung in zeitlicher (b) Adjungierte Losung A3 mit den ersten drei
und raumlicher Darstellung Figenschwingungsformen in zeitlicher und
rdaumlicher Darstellung

Abbildung 6.6: Quasistatische Losung der Balkenbiegung und Adjungierte der inneren
Energie

— Msinwy (T — t) Ay — Agsinws (T — ) Az
- 5\2 sinwy (T —t) Ay — Summe der ersten 3 Eigenformen

T, =276l ms ———»

| ) T, = 4.41 ms
£ )
g 4 0.04 = 0.0426 mm/ms = 2}
gE | 0.0068 mm /ms = 23
| & 0.00 20.0024 mm/ms = 2)3
I 8
> E_0.04
el N T T T T
~ 0 10 20 30

Abbildung 6.7: Adjungierte Losung am freien Ende des Balkens
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Mit der analytischen Darstellung der zeitlichen Ableitung der Adjungierten

: > Oy,
M =—Y W, coswy, (T —t) — X3,
1 k; oy, cos wy, ( )0X1 3

o0
A3 =Y whiy, coswy, (T —t) Ay,

k=1
kénnen die Graphen der Endwerte der Adjungierten A, (T') und A3 (7)) in Abbil-
dung 6.8 gezeigt werden. Diese Endwerte sind die Ursache fiir den adjungierten
Schwingungsverlauf, da sonst keine weiteren Pseudolasten auf das adjungierte
System wirken. Die Kurve fiir A3 hat am freien Ende einen groBen Ausschlag an
dem allerdings keine Masse hangt.

0.15 - - 0.005
S 0.10 - L 0.000 S
g
= 0.5 1 - —0.005 i
& 0.00 - L0010 &
< <

~0.05 1= | . —L _0.015

0 50 100 150

X1 in mm

Abbildung 6.8: Zeitliche Ableitung der Adjungierten zum Endzeitpunkt 7'

Mit den analytischen Losungen der Verschiebung und der Adjungierten kann
nun die Topologische Ableitung fir den ebenen Spannungszustand, der in der
e;-es-Ebene des Balkens vorliegt, ausgewertet werden. Es gilt fiir das zylindrische
Loch in der Flanke des Balkens geméfl Abbildung 6.9a:

— .\ 1
dle.Xo)\ 1
dr T omrh’

Die statische Spannung, die statische Spannungsrate und die adjungierte Spannung
werden analog zu (6.4) aus den Ableitungen der Verschiebung und der Adjungierten
bestimmt

021\
O () = fEXg Z e u (6.39)
. 82/\
Oue (1) = —EXs Zw de, (6.40)
2
A e () = BEX3 Z wily sinwy (T —t) oA (6.41)

X7
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Da die Spannungsraten berechnet werden kénnen, verzichten wir auf die verein-
fachende Annahme 5.4.2 auf Seite 164 und berechnen die explizite Ableitung
der inneren Energie tiber das Zeitintegral. Aufgrund der zeitlichen Linearitat der
Spannung fiihrt die vollstdndige Integration beziiglich der Zeit auf das gleiche
Ergebnis, wie die vereinfachende Annahme. Fiir die Vergleichbarkeit mit den
folgenden Abschnitten, geben wir hier trotzdem die vollsténdige Integration an:

i [ € (:T(Xo)} - (%)
10 dr or )g

L P
0T 2 2
:;/( m@)ﬁs)(%zﬂ%ﬁﬁ ’

Der explizite Ableitungsteil ist durch das negative Vorzeichen und ansonsten
quadratische Terme immer negativ.

Die Ableitung der gemischt adjungierten Energie wird nach Resultat 5.3.1 auf
Seite 159 in der Zeit integriert

13%1( o XO) // Aedrdt

s 2A 2A
t (EXifZﬂka ;) (EXJZwkuksmwk (T —1) zX;) dt
k=1 1

o [ 0?A e sinwp T\ . 0%Ay
= -3EX} (Z iy, axg) : (Z (1 ~ T )uk ox? |

k=1

Da in der quasistatischen Balkenlosung aufgrund fehlender Beschleunigung kei-
ne Trégheit berticksichtigt wird, kann die Topologische Ableitung als Summe
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der expliziten Ableitung und der Ableitung der gemischt adjungierten Energie
zusammengefasst werden.

|
dlc (X
7, -ty (4 m) (5

3EX? (& 9PN,
--= 3 (Z”ka 2).
s OQAk s Sil’lwkT 32Ak
2 ~ . _ ~
+3EX} (}juka 12) (§’j<1 T )“"‘a :

> 82Ak >, 1 sinwkT 82Ak
= 3EX? i . ——+1- i
5 3(““’“6)(12) (kzl( 2 T T T )“’“ax%

%% fiir T" hinreichend grof8

(3 Oaa (T) - 0 (T)> . (6.43)

m T A
) O/F/a cdldt
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Trotz des Schwingungsverhaltens der Adjungierten, entspricht dies fiir eine grofie
Belastungsdauer T' der statischen Topologischen Ableitung der Formédnderungs-
energie in Anmerkung 5.4.1 auf Seite 166.

Die Sensitivitét ist quadratisch in der Spannung und damit auch in der Kraft F
und quadratisch in der Dickenkoordinate X3. In Abbildung 6.9c ist der Graph der
Topologischen Ableitung fiir den ebenen Spannungszustand dargestellt. Entlang
der neutralen Faser ist auch die Topologische Ableitung gleich null. An der
Einspannung auf der Balkenober- und -unterseite ist die Topologische Ableitung
maximal.

Betrachten wir den Balken jetzt als vereinfachtes Plattenproblem wie in Abbil-
dung 6.9b, so kann der gleiche Effekt gezeigt werden. Die Ableitung der Aus-
schnittsfunktion fir das zylindrische Loch mit der es-Achse als zentrale Achse

geméfl Abbildung 6.9b ist
— -1
dleXo)\ 1
dr ~ 27rh’

Die Biege- und Drillmomente m,, und mg, sind sowohl fiir die Verschiebung u als

auch fir die Adjungierte A gleich null:

u _ A _ A _
Myy = Mgy = "Myy = "Myy =0.
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€2 e

(a) Lochausschnitt bei Betrachtung des ebenen (b) Lochausschnitt bei Betrachtung des
Spannungszustands Plattenproblems
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(c) Topologische Ableitung der inneren (d) Topologische Ableitung der inneren
Energie fiir den ebenen Spannungszustand Energie der Plattenlosung

Abbildung 6.9: Quasistatische Topologische Ableitung der inneren Energie fiir den
Euler-Bernoulli-Balken

Das Biegemoment der Belastung wird nach der Momentendefinition (5.1) mit der
Spannung (6.39) bezogen auf die Balkenhohe bestimmt

[SEg

uO'zm (t) X3 dX3

SIS

" () = [
Ay

- /_7—E ZukaXQngXg

Elit & a %Ay,
T = P oxE
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Das adjungierte Moment bezogen auf die Balkenhéhe wird mit der adjungierten
Spannung *o,.. () aus (6.41) analog berechnet

Mige (1) = / Zh Agpe () X3 d X3

%A

,/g Z Qpwy sinwy, (T — ) dengXg
EI Ay
TQk 1ukwks1nwk (T —1) 8X1§.

Wir addieren fiir die Topologische Ableitung beztiglich der Biegung direkt die
explizite Ableitung und die Ableitung der gemischt adjungierten Energie, be-
rechnen das Zeitintegral und fassen das Ergebnis fiir den Ubergang zur groen
Belastungsdauer 7" zur Momentenbeschreibung zusammen

6 1+V
[y 2+ mdt
T, Eh4< 3+u ) "My TN

[
|

6

A4 2 “ TT TT
h 4( ) Mg Mg At
6 E2I3 - (1+u)2

Eht 52 (3+v)°

k=1

T
00 32Ak > . 02Ak
ZO/< <f—+wksmo¢k(T ))) dt @ kc?XQ Zul‘TX%

T
;,w ~L fir T groB

ORI PO (O o P
S <2+ (3+V)2> . (6.44)

Die Zeitintegration liefert wieder die Abhéngigkeit von der Endzeit T. Fir die
quasistatische Biegung mit langem Belastungszeitraum geht die Topologische
Ableitung fiir die Plattenbelastung ebenfalls in das lineare Ergebnis der Formén-
derungsenergie iiber. Der Verlauf der Topologischen Ableitung fiir den Biegeanteil
entlang der Balkenachse ist in Abbildung 6.9d dargestellt, wo auch die Einzelbeitra-
ge der expliziten Ableitung und die Ableitung der gemischt adjungierten Energie
zu sehen sind. Wie beim ebenen Spannungszustand ist die explizite Ableitung
immer negativ und die Ableitung der gemischt adjungierten Energie vom Betrag
doppelt so grof3 wie die explizite Ableitung, aber immer positiv. Am Ort des
groBten Biegemoments an der Einspannung ist auch die Topologische Ableitung
am grofiten. Am freien Balkenende ist sie gleich null.
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Mechanische Interpretation der ermittelten Topologischen Ableitung:

Da die Topologische Ableitung immer gréfler gleich null ist, bewirkt eine zylindri-
sche Aussparung im Balken immer eine Erhohung der inneren Energie. Soll die
Struktur gezielt erweicht werden, so ist das Einbringen einer Aussparung nahe der
Einspannung am sinnvollsten, da dort ein Loch den groiten Einfluss auf die innere
Energie hat. Bei einer Aussparung entlang der e;-Achse bringt der groftmogli-
che Abstand von der neutralen Faser den grofiten Effekt. Dieses Ergebnis kann
durch das Flachentragheitsmoment des Balkens plausibilisiert werden, bei dem der
Abstand von der neutralen Faser quadratisch eingeht. Ein grofieres Flachentréag-
heitsmoment erzeugt eine grofiere Steifigkeit, die der Erweichung entgegensteht.
Je weiter der Ort der Aussparung in e;-Richtung von der Einspannung entfernt
liegt, desto geringer ist die Erweichung.

Die quasistatische Annahme, dass die Kraft linear ansteigend auch eine zeitlich

lineare Skalierung der statischen Biegelinie hervorruft, ist stark vereinfachend.
Ry (. ¢ 5. 3

EL'T 6 2

Belastung des Balkens aus der Ruhelage. Wenn die Anfangsbedingungen fiir

Die Anfangsgeschwindigkeit 13 = > beschreibt keine langsame
die Verschiebung und die Geschwindigkeit beide gleich null sein sollen, 16st die
angenomimene Biegelinie in (6.10) die Bewegungsgleichung (6.6) nicht mehr.

6.1.2 Balkenbelastung unter Beriicksichtigung der
Tragheitseffekte

Im néchsten Schritt betrachten wir die Verschiebung als Losung der Bewegungs-
gleichung (6.6) mit der Belastung aus der Ruhelage heraus. Wir leiten dazu die
Biegelinie als Losung der Bewegungsgleichung iiber die rdumliche Diskretisierung
her. Dies hat den Vorteil, dass die Einzelkraft F' im Kraftvektor q direkt verarbeitet
werden kann, wihrend die Kraft in der rdumlich kontinuierlichen Darstellung mit
einer Hilfsfunktion berechnet werden miisste. Wieder betrachten wir die zeitlich
lineare Steigerung der Kraft. Gesucht ist die Losung der Bewegungsgleichung

Mii (t) + Ku (£) = %q. (6.45)

Fir die Losung wird wie fir die adjungierte Losung im vorherigen Abschnitt zu-
néachst fiir die homogene Differentialgleichung ohne dufiere Kréfte Mii, + Ku, = 0
der Separationsansatz

ny

uy, (1) = > v (U, coswyt + Ty, sinwyt) (6.46)
k=1
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gewahlt. Die homogene Losung entspricht der freien Schwingung, so dass innere
Kréfte und Massentragheit des Systems im Gleichgewicht stehen. Sie tréagt keine
auflere Last. Die sogenannte partikuldre Losung u, beschreibt dann das erzwun-
gene Verhalten durch die &uflere Last. Die gesamte Losung aus homogener und
partikulérer Losung u = up + u, in die Differentialgleichung (6.45) eingesetzt
liefert den Vektor fiir die partikuldre Losung®

u,(t)= K 'q.
Im Folgenden wird die Bezeichnung
gk = K 'q

verwendet, um hier die Abhéngigkeit von der rein statischen Losung zu zeigen.

Aus den Anfangswerten u(0) = 0 und u(0) = 0 kann die Kosinus-Ampli-
tude 4g, = 0 und die Sinus-Amplitude 4y, = _M%Tﬁksmtik der homogenen Losung
bestimmt werden. Die vollstandige Losung der Bewegungsgleichung (6.45) und
die zeitlichen Ableitungen sind

. 1 sinwgt ) .
u(t) =V diag <f (t - wk" )) Gstatik (6.47)
u(t) = Vdiag <% (1 —cos wkt)) UStatik » (6.48)

1
i (t) = Vdiag <ka sin wkt) UStatik - (6.49)

Die Adjungierte wird durch die verdnderte Verschiebung zum Endzeitpunkt T°
gewissermaBen ,, gestort”. Zur Losung der adjungierten Gleichung (6.18) folgen wir
dem Vorgehen von (6.29) bis (6.34).

Mit der Endwertbedingung A (7)) = M~ 'Ku (T) lautet die diskrete Form der
Adjungierten:

7’,,’ . T
A() = = Vil Wi (1 Sk > sinwy, (T — 1) . (6.50)
k=1 wpT'

SDiese Art der Losung entspricht dem Ansatz vom Typ der rechten Seite.
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Um den Einfluss dieser Stérung auf die Topologische Ableitung zu untersuchen,
benotigen wir wieder die Balkenlésung und die Adjungierte in der kontinuierlichen

Form:

< 1 smwkt> 0N, )
U = — —|t— Up——X3, 6.51
! kZ:lT < wr ) Fox, P (6.51)
> 1 t
us Z e (t — S &k ) ﬁk/\k, (652)
= T
N sinwpT . 0Ny,
A = 1-— (T —1t) —X .
1 };wkuk ( T ) sin wy, ( ) ox, 8 (6.53)
> i T
A= — 3wl (1 Sk ) sinwy, (T — t) Ay . (6.54)
k=1 Wk

In Abbildung 6.10 ist das zeitliche Verhalten des Balkens unter linearer Laststei-
gerung bei Berticksichtigung der Triagheit aufgetragen. Die Verschiebung schwingt
in der Zeit sinusférmig um die Gerade mit der Steigung % Je grofer die Eigen-
kreisfrequenz wy, desto kleiner ist die Sinus-Amplitude. Im Fall des Biegebalkens
ist auch diese Schwingung durch die erste Eigenschwingung dominiert. Dieses
Resultat ist nicht balkenspezifisch, sondern gilt so beispielsweise auch fiir Systeme
mit diskreten Massen (Gasch et al. 2012). Das Verhalten der Adjungierten unter-
scheidet sich qualitativ nicht von der Schwingung aus Abschnitt 6.1.1 und wird
an dieser Stelle nicht abgebildet.
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0.15
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=
E & 0.10
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(a) Biegung des Balkens (b) Graphen der Verschiebungen an

ausgewéhlten Punkten entlang der Balkenachse

Abbildung 6.10: Verschichung des Balkens mit Triagheitseffekten
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Fir die Berechnung der Ableitung des Tragheitsterms werden die kontinuierlichen
Geschwindigkeiten und Beschleunigungen benotigt

Uy = — i % (1 — coswyt) m%X& (6.55)

g = i % (1 — coswyt) txAg, (6.56)
k=1

i = — i:: % (wg sin wyt) ﬁkai;\(’iX&, (6.57)

iy = i % (wg sinwyt) QA - (6.58)

Die Spannungen, die Spannungsrate und die Momente sowohl fiir die Balkenver-
schiebung als auch fiir die Adjungierte werden wie im vorherigen Abschnitt berech-

net und hier kompakt angegeben, da sie sich jeweils nur um den Storterm —%
und dessen Ableitung von der quasistatischen Losung unterscheiden:
Y0 e = —EX3 éﬂk% (t — %) 8827[\15, (6.59)
Yo = —EX3 ki::l ﬁk% (1 — coswyt) g;)?g , (6.60)
Ag e = Exgkfjlwkak sinwy (T — 1) (1 - blz:’TkT> gij(\lf , (6.61)
U e = 7% ]:1 ﬁk% (1 — coswy) ?;—;(\1; , (6.63)
e Ebb kz:lukwk sinwy, (T —t) <l — siz:;;iT) 882;(\15 . (6.64)

Wir betrachten nur die Topologische Ableitung fir die Plattenbelastung. Die
explizite Ableitung der inneren Energie berechnet aus dem Moment und der
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Momentenrate integriert beztglich der Zeit fiir ein langsames Aufbringen der
Last (lim 7" 1 0o) gleicht dem statischen Ergebnis (6.42):
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1140\ }( ELE 1 inwit) 02A
— ,% 2+(;V‘)z / _E2g o (tiblnwﬂ>a :
Eh B+v)" )3 b i T we ) OXj

2
. ( Bl 5 Z uk (1 — coswy) aAk) dt

ox?
3 4(1+ V)2 EL & . sinw,T — wiT 0°Ay,
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UMge(T)
limTte 1 6 4(1+v)° 9
N ——— 2+ —5 " T) . 6.65
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Bei der zeitlichen Integration der Ableitung der gemischt adjungierten Energie wird
das Produkt der beiden Summen 372, - 372, ausmultipliziert und umsortiert.
Dadurch kann die Darstellung wesentlich vereinfacht werden. Die einzelnen Schritte
werden hier jedoch nicht dargestellt, sondern nur das Resultat angegeben. Nach
der Auswertung des Integrals beziiglich der Zeit und Ubergang zum Limes fiir
grofle T" verbleibt eine Abweichung von der statischen Losung
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Bei der Auswertung der Ableitung des Tragheitsterms lasst sich ein &hnliches
Phénomen feststellen. Beim Ubergang zum Limes fiir grofie T' verbleibt ein Term,
der abhéngig von der Belastungsdauer ,schwingt“:

h

T
,1’.%12mh//gu AdIdt = 7}90/ /gul)\ldzdtg/Uy\gdt

h? AQaA,f oo
—05 ZwkmbwkT 2% gx, +apAL ] . (6.67)
2ic

Wenn die Belastungsdauer 7" multipliziert mit der Eigenkreisfrequenz wy also
nicht einem ganzzahligen Vielfachen von 7 entspricht, weichen die Ableitung der
gemischt adjungierten Energie und die Ableitung des Trégheitsterms von der rein
elastischen linearen Losung ohne Beriicksichtigung der Tragheit ab.

Um diese Abweichung besser begreifen zu konnen, variieren wir den Belastungs-
zeitraum 7" zwischen dem neun- und dem zehnfachen der Periodendauer der ersten
Eigenfrequenz T,,,. Damit ist T gro8 genug, so dass die weiteren Abweichungen
von der idealen statischen Sensitivitdt, so wie sie auch in der quasistatischen
Topologischen Ableitung vorkommen, vernachléssigbar sind.

Die Verschiebungen und Kraftverldufe am Balkenende sind exemplarisch in Abbil-
dung 6.11 dargestellt. Der lineare Kraftverlauf fiir die verschiedenen Belastungs-
dauern ist durch die gestrichelten Linien dargestellt. Dieser Verlauf entspricht

auch den quasistatischen Verschiebungen. Durch den Storterm — in der

sin wyt
Twy

Verschiebung ug in (6.52) weicht der finale Verschiebungszustand von der linea-
ren Balkenlésung ab. Diese Verschiebungskurven sind in der Abbildung mit den

durchgezogenen Linien dargestellt.

Die Abweichung von der linearen Losung der Ableitung der gemischt adjungierten
Energie in (6.66) lasst eine weitere Interpretation zu. Dazu betrachten wir nur
den Summanden fir £ = 1. Da die Schwingung der Verschiebungslésung durch
die erste Eigenform und damit #; dominiert ist, werden die weiteren Summanden
vernachléssigt. Dieser Summand entspricht mit dem gleichen Argument aber auch
dem quadratischen Moment “m?2, (T') beim Ubergang fiir grofie 1"

b Tax?

Bl aQAk> 1 < ElL, am)
2

1 o0
QZ oswkT( = gy ~ = cosw,T

1
A 5 cos T “m?, (T) .
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—— Verschiebung ug am Balkenende (X7 = 1) }
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Abbildung 6.11: Verschiebungsverldufe und Kraftverldufe am Balkenende bei
verschiedenen Simulationsdauern

Die Ableitung der gemischt adjungierten Energie ist damit ndherungsweise

— lim
0 27r7 h

//UW cppdldt

1 6 401+0)7%) .,
~ (1 + §COSW1T> m (2 + W mg, (T) .

Der Graph des Faktors (1 + cos wlT) ist in Abbildung 6.12 im oberen Diagramm
als schwarze gepunktete lee zu sehen. Auch hier wird nur der Ausschnitt ei-
ner Periodendauer betrachtet. Die explizite Ableitung der inneren Energie (6.65)
beinhaltet keine Schwingung und ist deshalb mit dem konstanten Faktor f% mit
der gestrichpunkteten schwarzen Linie im oberen Diagramm abgebildet. Beide
Terme zusammen addiert ergeben fir die Topologische Ableitung unter Bertick-
sichtigung der Tragheitseffekte die resultierende rote Kurve. Die Abweichung von
der quasistatischen und damit auch von der statischen Losung ist durch die magen-
tafarbene Flache hervorgehoben. Dies ist die Flache zwischen dem schwingenden
Faktor 1 (1+ cosw,T) und der linearen Lésung als graue Linie bei . Bei der
Nullstelle des Kosinus ist keine Abweichung vorhanden: Linear statische, qua-
sistatische Topologische Ableitung und Sensitivitat unter der Berticksichtigung
von Tréagheitseffekten unterscheiden sich nicht. Im Bereich des positiven Kosinus
ist die Ableitung der gemischt adjungierten Energie hoher als im Linearen. Dies
ist zu erkennen am Verlauf der schwarzen gepunkteten Linie im Vergleich zur
grauen gepunkteten Linie, die den konstanten Faktor 1 der Ableitung der gemischt
adjungierten Energie bei der statischen und der quasistatischen Losung zeigt. Diese
Uberschétzung ist gutmiitig, da sie die Charakteristik der Topologischen Ableitung
qualitativ nicht verdndert. Die Ableitung bleibt positiv. Im Bereich des negativen
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Kosinus wird die Ableitung der gemischt adjungierten Energie unterschétzt und
im kritischsten Fall bei 9.5T,,, von der expliziten Ableitung aufgewogen.

Der Faktor —%Qw% cos wiT" der Ableitung des Tragheitsterms (6.67) weicht ebenfalls
in einer Schwingung von der statischen Topologischen Ableitung ab. Im unteren
Diagramm in Abbildung 6.12 ist der Graph des Faktors als rote gestrichelte
Linie aufgetragen. Auch in diesem Diagramm ist die Abweichung zur statischen
Losung (null, da keine Tragheit berticksichtigt wird) als magentafarbene Flache
gekennzeichnet,.

1 1
2 Faktor der Abl@ltung der gemischt adjungierten Energie 1 4 2008 w1 T
N -
0 T T
el ! 1 T
—1 Faktor der expliziten Ableitung der inneren Energie 2 ffAnessuid}
1
Faktor der Ableitung des Triagheitsterms ——gw% cosw T
+l 2 T 2
20wy ¥
O 4
—powii

9.0T,, 9.25 T, 95T, 9.75 T, 00T, T

lineare Losung

analytische Losung mit Triagheitseffekt
mmmm Abweichung zwischen linearer Losung und Losung mit Trégheitseffekten

Abbildung 6.12: Abweichung der Faktoren von der linear elastischen Losung, Variation
der Belastungsdauer zwischen dem neun- und zehnfachen der Periodendauer der ersten
Eigenschwingungsform

Beide Schwingungseffekte heben sich jedoch nicht auf, sondern verstiarken sich
gegenseitig. Die Ableitung der gemischt adjungierte Energie ist dort besonders
grof3, wo das groBite Moment im Balken vorliegt, also an der Einspannung. Die
Ableitung des Trigheitsterms wird dominiert durch die Biegelinie #7A? und die ist
nicht an der Einspannung sondern am freien Ende am grofiten. In Abbildung 6.13
sind die einzelnen Terme der Topologischen Ableitung beziiglich der Biegung tiber
der Balkenldnge zu vier Zeitpunkten aufgetragen. In der ersten Zeile ist immer
die Ableitung des Tragheitsterms zu sehen, in der zweiten die explizite Ableitung
der inneren Energie, in der dritten die Ableitung der gemischt adjungierten
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Energie und in der letzten Zeile die gesamte Topologische Ableitung als Summe
der ersten drei Zeilen. Die Auswertung erfolgt fiir Belastungsdauern des 9.0-,
9.25-, 9.5- und 9.75-fachen der Periodendauer der ersten Eigenschwingungsform.
Im besten Fall bei 7' = 9.257,,, und T" = 9.757,,, entspricht die Topologische
Ableitung genau der Quasistatischen. Bei T'= 9.0T,,, ist der Nulldurchgang zwar
ungunstig, jedoch bleibt die Charakteristik entlang der Balkenachse erhalten.
Die Einspannung wird tiberbewertet und das freie Balkenende unterbewertet.
Bei einer Belastungsdauer von 7' = 9.57,, ist dann schliefflich der gegenteilige
Effekt zu sehen: Die Ableitung der gemischt adjungierten Energie unterschatzt die
Einspannung und die Ableitung des Trégheitsterms tiberschatzt gleichzeitig das
freie Balkenende. Bei diesem Balkenbeispiel ist dieser Effekt besonders ausgepragt
wegen der dominanten 1. Eigenschwingungsform. Hieraus kann nicht ohne weiteres
auf komplexere Geometrien und komplexere Verschiebungszustiande geschlossen
werden.

Die Faktoren und Schwingungseffekte in Abhéngigkeit der Simulationsdauer T’
treten genau so auch bei der Auswertung fiir den ebenen Spannungszustand auf.

X T ='9.0T,; T =925T,, T = 95T, T =905,

1.0-107° 1 3 1

0.0 f-———r———=<s=zag ; T
101051 -~ Ableitung des r{mghelts‘cerms

1.0- 10784 . . .
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0.0 o B SIS NS, SN R IS N S
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1.0-107% 7

0.0 - T R e e i i i
~1.0-10-8 < Ablditung der gemischt|adjungierten Energ
1.0-107% 1 1

00 { = .

~1.0-10~% 1 Topologische Ableitung—»
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analytische Losung mit Trégheitseffekt

Abweichung zwischen linearer Losung und Losung mit Tragheitseffekten

e

Abbildung 6.13: Abweichung der einzelnen Ableitungsterme von der linear elastischen
Topologischen Ableitung, Variation der Belastungsdauer zwischen dem neun- und
zehnfachen der Periodendauer der ersten Eigenschwingungsform
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Mechanische Interpretation der ermittelten Topologischen Ableitung:

Durch die Beriicksichtigung der Tragheit entsteht schon bei der Losung des
Anfangsrandwertproblems eine Schwingung. Abhéngig von der Belastungsdauer
innerhalb einer Periode der Schwingung wird damit eine andere Topologische
Ableitung berechnet, die im ungiinstigsten Fall eine Umkehr der Charakteristik
entlang der Balkenachse zur Folge hat. Der Balken ist unter der Belastung mit
der Einzelkraft, die linear aufgebracht wird und schlieflich abrupt endet, als
kiinstlicher Sonderfall einzuordnen, der nur noch bedingt mit der quasistatischen
Losung verglichen werden kann. Ein physikalisches Modell einer tatsachlichen
quasistatischen Belastung wiirde nach Erreichen der Maximalbelastung ein Halten
der Kraft auf dem Lastniveau vorsehen.

Aus den bisherigen Untersuchungen folgt, dass berechnete Sensitivitdten auch
fir weitergehende Problemstellungen immer beziiglich dieses Tragheitseffekts
hinterfragt werden miissen.

In den Arbeiten von Fernandez und Tortorelli 2018, Dahl et al. 2008 und Jensen et al.
2014 wird die Schwingung der nichtlinearen Adjungierten ebenfalls thematisiert.
Die Anwendung erfolgt fiir einfache Feder-Masse-Schwinger und eindimensionale
Wellenausbreitungsprobleme. Da dabei als Funktionale immer zeitliche Integrale
itber ganze Periodendauern betrachtet werden, werden die Schwingungseffekte in
Abhéangigkeit der Belastungsdauer wie hier beim Balken nicht untersucht.

In der Arbeit von Ivarsson et al. 2018 wurde als Zielfunktional die Maximierung
der plastischen Arbeit verwendet, eine Abhéngigkeit der Belastung wurde in dieser
Arbeit nicht erwéhnt, obwohl dort beispielsweise eine Verschiebung vorgegeben
wurde, die ebenfalls abrupt endete. Es ist hier also noch zu untersuchen, ob dies
eine Eigenart der inneren Energie ist.

Die rein analytische Herleitung mit Trégheitseffekten dient in den néchsten beiden
Abschnitten zur Uberpriifung insbesondere der adjungierten Lésungsschemata.
Zunéchst werden mit dem adjungierten Losungsschema erst differenzieren — dann
diskretisieren“ die analytischen Herleitungen durch die numerische Losung reprodu-
ziert. Mit diesen Resultaten lasst sich anschlieflend das adjungierte Losungsschema
serst diskretisieren — dann differenzieren® vergleichen.



6.1 Biegebalken 207

6.1.3 Biegebalken mit ,erst differenzieren — dann
diskretisieren*

Der Balken mit Lange [ = 150 mm wird mit 48 vollintegrierten Schalenelemen-
ten in der Liange und einem Element in der Breite b = 1 mm diskretisiert. Die
Lage und Gewichtung der 2 x 2 Integrationspunkte in der Schalenebene und der
9 Integrationspunkte iiber die Schalendicke der Schalenelemente ist in den Tabel-
len 3.1 und 3.2 in Abschnitt 3.4.3 dokumentiert. Insbesondere die Verwendung
von 2 X 2 Flachenintegrationspunkten ist zwingend notwendig, da sich bei weniger
Integrationspunkten unphysikalische Eigenschwingungsformen mit kleinen Eigen-
kreisfrequenzen unter die Eigenschwingungsformen mischen, die die Adjungierte
dominieren.

Diese Elemente erfiillen nicht mehr die Annahme der Schubstarrheit, die Abwei-
chung bei kleinen Verschiebungen ist jedoch vernachléssigbar. Die Diskretisierung
und Belastung kann Abbildung 6.14 entnommen werden. Fiir alle Knoten sind nur
der rotatorische Freiheitsgrad um die ep-Achse und der Verschiebungsfreiheitsgrad
in eg-Richtung frei, alle weiteren Freiheitsgrade sind gesperrt. An der Einspannung
sind alle Freiheitsgrade gesperrt, die Belastung von F' = 1-107% kN wird auf die
beiden Knoten am freien Ende je zur Hélfte aufgeteilt.

Symmetrieebene

alle Freiheitsgrade
gesperrt

3 2o
34, Mittelfliche M

&

Integrations-
punkte

ESZ
Platte

€2

Abbildung 6.14: Balken diskretisiert mit Schalenelementen

Die Losung der Biegebelastung erfolgt mit den Newmark-Parametern § = 0.25
und v = 0.5, das entspricht im Prinzip der Integration mit der Trapezregel. Als
Belastungsdauer ist zunédchst 7" = 235 ms ~ 9.07,,, vorgegeben. Der Zeitschritt
fiir die implizite Zeitintegration wird so gewéahlt, dass eine Periode der dritten
Eigenschwingung mit 16 Zeitschritten diskretisiert wird:

1

At =—
ET;

T, = 0.0927 ms.
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Anmerkung 6.1.1 (ZeitschrittgroBe und Phasenfehler). Nur die dominierende ers-
te Figenschwingung abzubilden und mit gréfierem Zeitschritt zu rechnen, hat
einen Nebeneffekt, der bei der Verifikation der Diskretisierungsldsung stort: Das
Newmark-Verfahren ist mit einem Phasenfehler behaftet. Die Schwingungsdau-
er wird bei der Diskretisierung gréfler abgebildet, als sie analytisch ist. Bei zu
grofien Zeitschritten kann die Adjungierte anstelle der 9 Perioden nur 8.5 Perioden
durchlaufen. Dieser Fehler bei der Lisung mil einem numerischen Zeitintegrati-
onsverfahren wird als Phasenfehler (Dinkler 2017) bezeichnet. Die Topologische
Ableitung und die Einzelterme entsprechen dann der Vorhersage bei T ~ 8.57T,,,
was in Abbildung 6.13 die dritte statt der ersten Spalte widerspiegeln wirde. Gerade
bei der Integration mit den Newmark-Konstanten = 0.25 und v = 0.5 wird der
Phasenfehler mit kleinerem Zeitschritt ebenfalls verringert.

Die Lésung der Balkenbiegung ist in den Abbildungen 6.15a und 6.15b dargestellt.
Der Verlauf der Adjungierten ist in den Abbildungen 6.15¢ und 6.15d zu sehen.
Wie erwartet durchlaufen sowohl die Verschiebung ug als auch die Adjungierte A3
neun Perioden der ersten Eigenschwingung.

Es folgt zunichst die Auswertung fiir den ebenen Spannungszustand. Zu jeder
Dickenintegrationspunkt-Position der Schale existiert ein farbiger Punkt in Abbil-
dung 6.16. Wegen der Symmetrie in es-Richtung werden nur die Integrationspunkte
mit den &-Koordinaten & = ,%\/g (X5 = —0.29) dargestellt. Die Flachen stellen
die analytischen Losungen mit den Eigenformen dar, die ohne rdumliche und
zeitliche Diskretisierung ermittelt werden. Die Abweichung lasst sich durch die
Abweichung von Eigenvektoren und Eigenformen erkldren. Die Eigenvektoren
stellen eine rdumliche Diskretisierung der Eigenformen dar, die den glatten Verlauf
nur stiickweise wiedergeben und sich etwas steifer verhalten als die Eigenformen.

Fiir die Auswertung der reinen Biegung werden hier wie im vorherigen Abschnitt
verschiedene Belastungszeitraume ausgewertet. Berechnet werden die Sensitivi-
tdten wie in Abschnitt 5.6 zundchst auf Basis der Flachenintegrationspunkte,
anschlieflend gemittelt tiber das Element und dann auf die Elementknoten tiber-
tragen. Die numerischen Ergebnisse sind als diskrete Punkte zusammen mit den
Graphen der analytischen Losung in Abbildung 6.17 visualisiert. Das Zeitintegrati-
onsschema erst differenzieren — dann diskretisieren liefert annédhernd die gleichen
Ergebnisse, wie die analytische Auswertung. Auch die Faktoren der Einzelbeitriage
entsprechen den Vorhergesagten.
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Abbildung 6.15: Numerische Losung der Balkenbiegung und Adjungierte der inneren
Energie nach dem Losungsschema ,erst differenzieren — dann diskretisieren®

6.1.4 Biegebalken mit ,erst diskretisieren — dann
differenzieren*

Anhand der Lésungsvorschrift des adjungierten Losungsschemas ,erst diskretisieren
— dann differenzieren“ kann keine Vorhersage fur das Verhalten der Adjungierten
gemacht werden. Auf Basis des Bernoulli-Balkens kann aber eine qualitative
Uberpriifung mit der Adjungierten des Losungsschemas ,erst differenzieren — dann
diskretisieren“ aus dem vorausgegangenen Abschnitt erfolgen.
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Abbildung 6.16: Topologische Ableitung fiir den ebenen Spannungszustand des Balkens
in ﬁ fiir eine Belastungszeit 7' = 9.0 T,,,, Punkte aus der numerischen Berechnung

an den Integrationspunkten und Fliche aus der rein analytischen Losung

Die Pseudolasten der inneren Energie werden nach (4.81) und (4.82) im Fall
des Bernoulli-Balkens mit der linearen Steifigkeitsmatrix K berechnet. In Ab-
bildung 6.18 ist der zeitliche Verlauf der Adjungierten dargestellt. Qualitativ
unterscheidet sich die Adjungierte des Losungsschemas ,erst diskretisieren — dann
differenzieren® nicht von der Adjungierten nach ,erst differenzieren — dann diskreti-
sieren®. Exemplarisch wird die Schwingung der Adjungierten am freien Balkenende
genauer betrachtet.
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Abbildung 6.17: Numerische Topologische Ableitung nach dem adjungierten
Losungsschema erst differenzieren — dann diskretisieren®, Variation der Belastungsdauer
zwischen dem neun- und zehnfachen der Periodendauer der ersten Eigenschwingungsform

In Abbildung 6.19 sind die beiden Losungen der Adjungierten als schwarze durch-
gezogene und rote gestrichelte Linie zusammen mit der analytischen Losung mit
allen Eigenschwingungsformen eingezeichnet. Die beiden numerisch ermittelten
Adjungierten liegen bis auf den Endwert iibereinander. Sie bilden prinzipiell
den analytischen Verlauf nach, der mit einem Zeitintervall fiir die blaue Linie
von At = 0.0927 ms und ansonsten linearen Zwischenstiicken die Summe der
ersten drei Eigenformen nach (6.54) bis k = 3 beriicksichtigt. In den Spitzen wird
diese Linie allerdings nicht exakt getroffen. Die griine gestrichelte Linie dient zum
Vergleich mit der feinsten moglichen Darstellung der Adjungierten in der raumli-
chen Diskretisierung, also die Abbildung der ersten 48 Eigenformen? des Balkens
ausgewertet mit einem Zeitschritt, der die kleinste auftretende Periodendauer noch
mit 16 Zeitschritten abbildet: At = Tl”ég = 0.00012 ms.

In Abbildung 6.20 wird die Belastungsdauer im Bereich zwischen dem neun-
und zehnfachen der Schwingungsdauer der ersten Eigenschwingungsform variiert.

“aus den 48 unabhingigen Verschiebungsfreiheitsgraden des Balkens
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Abbildung 6.18: Adjungierte des Bernoulli-Balkens nach ,erst diskretisieren — dann
differenzieren*

analytische Losung (Summe der ersten 3 Eigenformen) At = 0.0927 ms
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Abbildung 6.19: Vergleich der analytischen Adjungierten mit den numerischen Losungen
am Balkenende (X7 = 150 mm)

Ein Einfluss der veranderten Adjungierten kann in der Topologischen Ableitung
qualitativ nicht erkannt werden. In der Darstellung der Biege-Sensitivitat tritt
der Kosinus-Effekt hier genauso auf, wie bei der analytischen Loésung und der
Adjungierten nach dem Schema ,erst differenzieren — dann diskretisieren*.
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Abbildung 6.20: Numerische Topologische Ableitung nach dem adjungierten
Losungsschema erst diskretisieren — dann differenzieren®, Variation der Belastungsdauer
zwischen dem neun- und zehnfachen der Periodendauer der ersten Eigenschwingungsform

Im néchsten Schritt wird nun eine schnellere Belastung mit nichtlinearem Materi-
alverhalten und grofien Verschiebungen des Balkens zugelassen und die Ergebnisse
ebenfalls mit Blick auf die Variation der Simulationsdauer diskutiert.

6.1.5 Balken nichtlinear

Die geometrischen Eigenschaften des Balkens und die rdumliche Diskretisierung
werden beibehalten. Die Freiheitsgrade werden jetzt auch fiir Verschiebungen ent-
lang der e;-Achse freigegeben. Durch eine vergrofierte Kraft von F' = 51071 kN
und einer kurzen Belastungszeit T' = 25 ms wird eine grofie Verformung mit plasti-
scher Dehnung erreicht. Das verwendete Material entsprichtr dem in Kapitel 5.1.4

dargestellten. Die ZeitschrittgroBe ist hier At = 0.26 ms = %

Wir betrachten zunéchst die Verschiebung des Balkens in Abbildung 6.21a. Das
Maximum aus oberem, mittlerem und unterem Dickenintegrationspunkt der von
Misesschen Vergleichsspannung gemittelt in der Elementfléche und extrapoliert auf
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die Elementknoten ist hier eingefirbt. Ohne Entlastung wird damit bei Uberschrei-
tung der FlieBspannung auch plastische Dehnung im Bereich zwischen X; = 0 mm
und X; = 43 mm angezeigt. Das Element direkt an der Einspannung ist durch die
Einspannung deutlich versteift. Die Verschiebungskurven in den Abbildungen 6.21b
und 6.21c, insbesondere ug, zeigen anfangs eine dhnliche Charakteristik wie die
rein elastische Losung als Sinusschwingung um eine Gerade. Allerdings ist keine
vollstdndige Periode zu erkennen.
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Abbildung 6.21: Verschiebung des Balkens unter grofler Kraft

Dies lasst sich mit der Veranderlichkeit der Eigenfrequenzen erkliren. In Ab-
bildung 6.22a sind die 1. Eigenkreisfrequenz und die plastische Dehnung bei
X1 =3.79 mm auf dem obersten Dickenintegrationspunkt bei X3 = —0.5 mm)
dargestellt. Durch die geometrische Veranderung wird der Balken zunéchst steifer,
die Eigenkreisfrequenz steigt an. Erst bei ca. 12 ms beginnt die plastische Dehnung
und der Balken wird weicher. Dadurch sinkt die Periodendauer der Eigenschwin-
gung. Ein solches System, bei dem sich die Eigenschaften mit der Zeit verdndern,
wird als heteronom bezeichnet. Eine analytische Losungsfunktion zur Verifikation
der Sensitivitaten kann dann nicht mehr ermittelt werden. Die Ermittlung der
Adjungierten und der Topologischen Ableitungen in Abbildung 6.22b erfolgt mit
impliziter Zeitintegration und dem adjungierten Losungsschema erst diskretisie-
ren — dann differenzieren. Sowohl die explizite Ableitung der inneren Energie als
auch die Ableitung der gemischt adjungierten Energie sind in dem Bereich des
Balkens, wo die plastische Dehnung auftritt, deutlich verstérkt. Die Ableitung der
gemischt adjungierten Energie wird ab ca. X; = 50 mm kleiner als null, was bei
der elastischen Berechnung nicht aufgetreten ist.



6.1 Biegebalken 215

Ableitung der

------- 1. Eigenkreisfrequenz e . . . .
gemischt adjungierten Energie

effektive plastische Dehnung lizite Ableitung
———explizite eitun

Ableitung des Tragheitsterms

. 0.25 T 0.02 Topologische Ableitung
(I [P H
g i L 000259
£0.20 { 0.01 &3 N
3 4 0.0000 >SS
Y /
b /
0.15 L———=—— - 10.00 /
0 5 10 15 20 25 —0.0025
Zeit t in ms 0 . 150
X1in mm
a) 1. Eigenkreisfrequenz und effektive b) Topologische Ableitung nach ,erst
g g g
plastische Dehnung diskretisieren — dann differenzieren®

bei X = (3.79,—0.29, —0.5)”

Abbildung 6.22: Zeitliche Verdnderung der 1. Eigenkreisfrequenz und effektive plastische
Dehnung, Topologische Ableitung nach ,erst diskretisieren — dann differenzieren

Fiir beide adjungierten Losungsschemata wird analog zum linear elastischen Balken
eine Untersuchung der Abhéngigkeit von der Belastungsdauer durchgefiihrt. Die
Belastungsdauer 71" variiert zwischen 27 ms und 55 ms. Das entspricht in etwa
dem ein- bis zweifachen der Periodendauer der ersten Eigenschwingungsform
fiir den undeformierten Balken. Die Ergebnisse sind in Abbildung 6.23 mit den
Einzelbeitrégen gegeniibergestellt.

Aufgrund der quadratischen Skalierung der Topologischen Ableitung in der Kraft ist
nach den analytischen Werten aus Abschnitt 6.1.2 eine Topologische Ableitung im
Bereich [—0.001,0.002] zur erwarten. Zu allen Zeitpunkten ist der Verlauf entlang
der Balkenlédnge an der Einspannstelle deutlich hoher, wahrend zur Krafteinleitung
hin ein gutmiitiger Verlauf entsteht. Bei den Belastungszeitraumen von 7' = 27 ms,
T =48 ms und T = 55 ms ist die Sensitivitat des freien Endes geringer als im Rest
des Balkens. Der Bereich in dem plastische Dehnung auftritt ist héher bewertet,
sogar hoher als die Einspannung selbst. Die Sensitivitat an der Einspannung ist
mit einer Ausnahme immer kleiner als null. Dies wird durch die explizite Ableitung
hervorgerufen, die die Ableitung der gemischt adjungierten Energie an dieser Stelle
dominiert.
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Mechanische Interpretation der ermittelten Topologischen Ableitung:

Der Effekt der Belastungsdauer wird auch unter schneller Belastung und grofler
Verformung mit nichtlinearem Materialverhalten beobachtet.

Im Bereich der plastischen Dehnung wird die Topologische Ableitung nicht mehr
durch die Ableitung der gemischt adjungierten Energie dominiert, sondern von
der expliziten Ableitung. Im Bereich der Einspannung kommt es daher zu ei-
nem verdnderten GroBenverhaltnis der Topologischen Ableitung. Die durch die
Biegung verdnderte Geometrie triagt die Belastung im vorderen Balkenbereich.
Eine Aussparung nédher zur Belastung wiirde die Struktur mehr erweichen als eine
Aussparung im Bereich der plastischen Dehnung. Anschaulich lasst sich das mit der
Neuber-Hyperbel in Abschnitt 5.1.4 erkldren, wo die Spannungskonzentration um
eine Aussparung eine geringere Uberhohung zur Folge hat, wenn die Aussparung
so stark belastet ist, dass selbst die Nennspannung o( plastische Dehnung zur
Folge hat.

6.2 Kragtrager unter hochdynamischer Belastung

Wir erweitern den nichtlinearen Balken in es-Richtung zu einem Kragtriager
von 100 mm Breite. Die Krafteinleitung erfolgt gemafi Abbildung 6.24 auf einer
Breite von 25 mm. Auf den duleren Knoten der Lasteinleitungslinie wird die
Kraft mit 0.5 skaliert, so dass insgesamt eine Kraft von F' = 0.4 kN linear im
Belastungszeitraum 25 ms aufgebracht wird. Die implizite Zeitintegration erfolgt
mit einer Schrittweite von At = 0.08712 ms.

Anhand zweier Lastfdlle und mit jeweils zwei Positionen des Verschiebungs-
funktionals wird die Topologische Ableitung fir die Verschiebung eines Ein-
zelpunktes diskutiert. Beim ersten Lastfall wird die Kraft auf den Element-
knoten bei X; = 150 mm aufgebracht, beim zweiten Lastfall auf den Ele-
mentknoten bei X; = 100 mm. Das Verschiebungsfunktional wird jeweils in
negativer es-Richtung (v = (0.0,0.0,—1.0)") an den rot markierten Punkten
bei X, = (75.0,0.0,0.0)" und bei X, = (150.0, —37.5,0.0)" gemessen.

6.2.1 Auswertung des 1. Lastfalls

Das Verformungsbild zum Endzeitpunkt sowie die maximale von Misessche Ver-
gleichsspannung in der Schale ist in Abbildung 6.25 dokumentiert. Der Verschie-
bungsverlauf fiir den ersten Lastfall und der Verlauf der Einzelpunktverschiebung
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fir X, = (150.0, —37.5, O.O)T wurde bereits in Kapitel 4.5.2 in Abbildung 4.12 auf
Seite 120 in 5 ms-Schritten gezeigt. Da auch hier keine Entlastung das Kragtragers
zugelassen wird, entspricht der rote Bereich bei der von Misesschen Vergleichsspan-
nung zugleich dem Bereich des Kragtragers, in dem plastische Dehnung stattfindet.
Die Graphen der Verschiebungen der Einzelpunkte sowie der Verlauf der inneren
Energie sind im Diagramm in Abbildung 6.25 rechts gezeigt. Die horizontalen
Linien zeigen die negativen Werte des Verschiebungsfunktionals.

Wir betrachten zunéchst die Sensitivitdten nach dem adjungierten Losungsschema
serst differenzieren — dann diskretisieren. Die adjungierte Endgeschwindigkeit
und die Endbeschleunigung sowie der Verlauf fiir die innere Energie sind in
Abbildung 4.8 auf Seite 113 dargestellt.

alle Freiheitsgrade gesperrt
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Abbildung 6.24: Geometrie und Lastfélle des Kragtrigers

In Abbildung 6.26 sind zunéchst die Graphen der einzelnen Terme der Topologi-
schen Ableitung der inneren Energie gezeigt und entsprechend der Werte eingeférbt.
Aufgrund der Grofenunterschiede sind sie mit jeweils eigenen Farbskalen und
eigenen Skalierungen dargestellt. Die Ableitung der gemischt adjungierten Energie
dominiert die Sensitivitit, die Ableitung des Tragheitsterms ist von kleiner Ord-
nung. Die eingezeichnete schwarze Linie zeigt die Héhenlinie der einzelnen Terme
fiir den Wert null an. Hier ist zu beobachten, dass diese Hohenlinie nicht bis zur
Krafteinleitung reicht.
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Abbildung 6.25: MafBstabsgetreue Verformung und Belastung des Kragtragers im
1. Lastfall

Die Ableitung des Tragheitsterms und die explizite Ableitung sind in der Groflen-
ordnung nur ca. 1—10 der Ableitung der gemischt adjungierten Energie. Die Flanken
des Kragtrigers bei X9 = £50 mm haben nur eine geringe Sensitivitét.

Zum Vergleich mit dem adjungierten Losungsschema ,.erst diskretisieren — dann
differenzieren” sind die Graphen der Ableitung der gemischt adjungierten Ener-
gie, der Ableitung der Tragheit und der Graph der Topologischen Ableitung in
Abbildung 6.27 dargestellt. Die explizite Ableitung ist fir beide Schemata gleich.
Der zeitliche Verlauf der Adjungierten ist in Abbildung 4.10 auf Seite 115 dar-
gestellt. Obwohl die Adjungierte nach ,erst differenzieren — dann diskretisieren*
zwar mit qualitativ dhnlichem Verlauf sehr viel unruhiger wirkt, kann dies in der
Topologischen Sensitivitat nicht erkannt werden.

Fir den direkten quantitativen Vergleich ist in Abbildung 6.28 die Abweichung
der beiden Schemata eingefiarbt. Die Nulldurchgénge der Ableitung der gemischt
adjungierten Energie und der Topologischen Ableitung sind als schwarze Linien
zu sehen. Die Abweichung der Ableitung des Tréagheitsterms kann auch in den
Abbildungen 6.26 und 6.27 geschen werden. Die Abweichung in der Ableitung
der gemischt adjungierten Energie und der Topologischen Ableitung zeigt sich
in den Extrema. Entlang des Nulldurchgangs ist die Differenz gleich null, die
maximale Sensitivitdt nach ,erst differenzieren — dann diskretisieren® ist kleiner
als die maximale Sensitivitat ,erst diskretisieren — dann differenzieren®, bei der
minimalen Sensitivitat ist das umgekehrt.



220 Plausibilitatsprifung anhand praktischer Beispiele

I> 0.0  Ableitung des Trigheitsterms explizite Ableitung
oo poe

<—0.0004
Ableitung der

I> 0.004 gemischt adjungierten Energie
P &

Topologische Ableitung

1

0.0

—0.01

Abbildung 6.26: Topologische Sensitivitit der inneren Energie nach erst differenzieren —

dann diskretisieren, 1. Lastfall (in kg - mm~'ms~2)
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Abbildung 6.27: Topologische Sensitivitit der inneren Energie nach ,erst diskretisieren —

dann differenzieren®, 1. Lastfall (in kg - mm~'ms~2)
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werst differenzieren — dann diskretisieren — | erst diskretisieren — dann differenzieren*
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Abbildung 6.28: Abweichung der Topologischen Ableitungen der inneren Energie der
beiden Losungsschemata
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Abbildung 6.29: Topologische Ableitung des Verschiebungsfunktionals
bei X, = (75.0,0.0, O.O)T nach ,erst differenzieren — dann diskretisieren“, 1. Lastfall (in
mm~2)

>

Fiir den zweiten Verschiebungspunkt bei X, = (150.0, —37.5, O.O)T ist die Pseu-
dolast in Kapitel 4.5.2 in Abbildung 4.12 auf Seite 120 dargestellt, der Verlauf
der Adjungierten in Abbildung 4.13a. In der Ableitung des Trigheitsterms der
Topologischen Ableitung in Abbildung 6.30 ist die Unwucht durch die seitliche
Pseudolast kaum zu erkennen. Durch die Ableitung der gemischt adjungierten
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Energie entsteht eine deutliche Verlagerung der Topologischen Ableitung und die
Einspannung wird mit dem Verschiebungspunkt ,verbunden*.

Mechanische Interpretation der ermittelten Topologischen Ableitung:

Die Topologische Ableitung der inneren Energie zeigt die tragende Struktur des
Kragtrégers von der Krafteinleitung in zwei Strahlen bis zur Lagerung auf. Die
Seitenbereiche bei Xo = 450 mm haben den geringsten Einfluss. Eine gezielte
Erweichung des Tragers kann durch das Einbringen einer Aussparung auf den
tragenden Strahlen zwischen X; = 50 mm und X7 = 80 mm erreicht werden.

Die Verschiebung des Punktes X, = (75.0,0.0,0.0)” in es-Richtung wird durch die
tragende Struktur der inneren Energie gestiitzt. Mit der Einzelpunktverschiebung
soll das Eindringen in schiitzenswerte Bereiche bewertet werden. Um beispielsweise
angrenzende Bereiche in negativer es-Richtung zu schiitzen, ist das Einbringen
von Aussparungen nur im Bereich der Seitenflanken sinnvoll. Die Minimierung
der Einzelpunktverschiebung und die Maximierung der inneren Energie stehen in
einem Zielkonflikt.

Bei der Sensitivitat der Verschiebung des Einzelpunktes an der Vorderkante bei
X, = (150.0, —37.5,0.0)T ist ebenfalls der Einfluss der tragenden Struktur der
Belastung zu erkennen. Auffilliger hierbei ist die hohe Sensitivitét des Biegebe-
reichs direkt bei der Einspannung und die seitliche Verlagerung des hoch sensitiven
Bereichs in negativer es-Richtung auf die Seite des Einzelpunktes.

Ableitung des Ableitung der
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Abbildung 6.30: Topologische Sensitivitét des Verschiebungsfunktionals
bei X, = (150.0, —37.5, O.O)T nach ,erst differenzieren — dann diskretisieren®, 1. Lastfall
(in mm™—2)
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6.2.2 Auswertung des 2. Lastfalls

Durch die Verschiebung der Krafteinleitung zur Einspannung hin, gibt es weniger
Hebelwirkung und der Bereich der plastischen Dehnung wird kleiner. Bei der
Auswertung der von Misesschen Vergleichsspannung in Abbildung 6.31 fallt der
»Schatten der Spannung zwischen der Krafteinleitung und dem freien Ende des
Balkens auf. Die Beanspruchung des Kragtriagers endet also nicht direkt bei der

Krafteinleitung.
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Abbildung 6.31: Mafistabsgetreue Verformung und Belastung des Kragtréigers im
2. Lastfall

Die Topologische Ableitung nach dem adjungierten Losungsschema erst diffe-
renzieren — dann diskretisieren® wird zuerst ausgewertet. Die Hohenlinie zum
Niveau null der Topologischen Ableitung in Abbildung 6.32 reicht weit um die
Krafteinleitung herum. Fiir dieses Beispiel ist es interessant, den Platten- und den
Scheibenanteil der Topologischen Ableitung getrennt zu betrachten, wie in Abbil-
dung 6.32 unten. Der Plattenanteil ist nur ca. % so grof} ist wie der Scheibenanteil.
Der Plattenanteil ist erwartungsgeméfl an der Einspannung am grofiten, also bei
Biegung am Ort der hochsten Biegebelastung, und nimmt zur Krafteinleitung
hin ab. Der Scheibenanteil dominiert die Mitte des Kragtriagers und zeigt in zwei
Strahlen von der Lasteinleitung zur Einspannung.

Die Sensitivitéit des Verschiebungsfunktionals des Punktes X, = (75.0,0.0,0.0)"
in Abbildung 6.33 zeigt einen dhnlichen Verlauf wie die Topologische Ableitung der
inneren Energie. Auch hier reicht der Bereich des Kragtrigers, dessen Sensitivitit
grofer als null ist, um die Krafteinleitung herum.
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Abbildung 6.32: Topologische Sensitivitit der inneren Energie nach erst differenzieren —
dann diskretisieren “, 2. Lastfall (in kg - mm™'ms~2)

Die Topologische Ableitung des Verschiebungsfunktionals des Punktes an der
Vorderkante bei X, = (150.0,—37.5,0.0)" in Abbildung 6.34 zeigt eine andere
Charakteristik. Der Punkt wird von einem umlaufenden Rahmen der Ableitung
der gemischt adjungierten Energie getragen. Zwischen Einspannung und Kraft-
einleitung, unmittelbar vor der Krafteinleitung, hat der Kragtréger die geringste
Sensitivitit.

In den Abbildungen 6.35a bis 6.35¢ sind die Topologischen Ableitungen des Ver-
schiebungsfunktionals fiir die Exponenten p = 2, p = 3 und p = 4 nach dem
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adjungierten Losungsschema ,erst diskretisieren — dann differenzieren“ darge-
stellt.

Mechanische Interpretation der ermittelten Topologischen Ableitung:

Fiir die gezielte Erweichung des Kragtragers wird durch die Topologische Ableitung
der sensitivste Bereich in der Mitte des Triagers unmittelbar vor der Krafteinleitung
aufgezeigt.

Dieser Bereich trigt auch wieder zur Stiitzung des Einzelpunktes in der Trégermitte
bei X, = (75.0,0.0,0.0)7 bei, wobei dieser noch stéirker von der Biegesteifigkeit an
der Einspannung profitiert. Erwartungsgemaf haben die Seitenflanken auflerhalb
des tragenden Dreiecks und das freie Ende des Trigers wenig Einfluss auf die
lokale Verschiebung in der Mitte.

Der Punkt X, = (150.0, —37.5,0.0)7 hingegen wird durch die Seitenflanken und
die Biegesteifigkeit an der Einspannung getragen. Ein Bereich von geringer Sensiti-
vitédt in der Mitte des Trigers zeigt, dass das Einbringen einer Aussparung dort die
innere Energie am effektivsten steigern wiirde, die Verschiebung des Randpunktes
aber weniger beeinflussen wiirde, als eine Aussparung entlang des Randes. In
dem niedrig sensitiven Bereich konnten durch das Einbringen einer Aussparung
also groflie Verzerrungen erzeugt werden, solange der Punkt durch einen &ufleren
Rahmen getragen wird.

Diese Interpretationen sind jedoch nur eine Momentaufnahme. Fiir die Bauteil-
auslegung muss das Einbringen einer Aussparung sukzessive beispielsweise in
einem Optimierungsprozess erfolgen, da die Sensitivitat sich durch die Bauteilform
dndert und die Topologische Ableitung nur eine Sensitivitat fiir eine sehr kleine
Aussparung liefern kann.

Der Stiitzrahmen fiir die Einzelpunktverschiebung wird mit dem Exponenten p
verschérft. Bei kleinerem Exponenten trigt ein zeitlich ldngerer Bereich der Be-
lastung zur Ermittlung der Sensitivitat bei. Je grofier der Exponent wird, desto
grofer wird der Einfluss der maximalen Verschiebung und desto kleiner wird der
Zeitbereich der Verformungsgeschichte, der die Sensitivitat des Einzelpunktes
beeinflusst. Im Fall des Kragtriagers ist das fiir einen grofien Exponenten der
Zeitbereich unmittelbar vor dem Simulationsende.

An dieser Stelle bleiben zwei Fragen offen:

1. Wie kann die hier berechnete Topologische Ableitung quantitativ tiberpriift
werden?

2. Welchen Einfluss hat die Belastungsmodellierung auf die Topologische Ablei-
tung?
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Abbildung 6.33: Topologische Sensitivitat des Verschiebungsfunktionals
bei X, = (75.0,0.0, O.O)T nach ,erst differenzieren — dann diskretisieren®, 2. Lastfall (in
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Abbildung 6.34: Topologische Sensitivitéit des Verschiebungsfunktionals
bei X, = (150.0, —37.5, O.O)T nach ,erst differenzieren — dann diskretisieren®, 2. Lastfall
(in mm~2)

Eine quantitative Uberpriifung von analytischen Sensitivititen kann nur mit dem
Differenzenquotienten erfolgen. Dabei werden die Entwurfsvariablen tatséachlich
verdndert und der Differenzenquotient zur ungestorten Strukturantwort mit der
berechneten Sensitivitiat verglichen. Im Fall der Topologischen Ableitung ist dies
eine Geometrieanderung durch Ausschneiden und Neuvernetzung. Der Differen-
zenquotient muss dann nach der Definition 4.1 ermittelt werden. Vor allem fiir
die echte Geometrieéinderung eignet sich die Modellierung mit Einzelkraften auf
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Abbildung 6.35: Topologische Sensitivitat des Verschiebungsfunktionals am Punkt
X, = (150.0, —37.5, O.O)T nach ,erst diskretisieren — dann differenzieren, 2. Lastfall (in
mm~2)

Elementknoten mit vorgegebenen Kraftkurven nicht fiir die Uberpriifung mit einem
Differenzenquotienten, da hier keine feste Energie (als kinetische Energie beispiels-
weise) vorgegeben wird, die als innere Energie von der Struktur aufgenommen
wird.

In zukiinftigen Forschungen miissen daher physikalischere Modellierungen in Be-
tracht gezogen werden, wie beispielsweise Impaktor-Belastungen, die den Charakter
einer Crashbelastung bestimmen. Dazu ist die Einbindung von Kontakt in der
Sensitivitdtenberechnung unumgénglich.

6.3 Ergebniszusammenfassung

In diesem Kapitel wurde zunéichst der Grenziibergang der nichtlinear transienten
Topologischen Ableitung zur linear elastischen Topologischen Ableitung gepriift.
Im ersten Beispiel wurde ein elastischer Euler-Bernoulli-Balken rein analytisch
untersucht, eine zeitliche Diskretisierung war zur Losung nicht erforderlich. Auch
die Adjungierte kann in diesem Fall fiir die innere Energie analytisch bestimmt
werden, da die Eigenschwingungsformen und -frequenzen des Balkens eine Lésung
der adjungierten Gleichung ermoglichen. Solange die Berechnung des origindren
Lastfalls ohne Triagheitseffekte und mit einem langsamen Belastungsanstieg durch-
gefithrt wird, kann die nichtlineare Topologische Ableitung der inneren Energie auf
die lineare Topologische Ableitung zuriickgefithrt werden. Unter quasistatischer
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Belastung aber dynamischer Berechnung unter Berticksichtigung der Trégheits-
effekte konnte die Topologische Ableitung nicht mehr auf die linear elastische
Losung zurtickgefithrt werden, da bereits bei der Belastung des Balkens eine - wenn
auch minimale - Schwingung der Verschicbung vorliegt. Es ergibt sich abhéngig
vom Endzeitpunkt der Berechnung ein Storfaktor in der Topologischen Ableitung,
dessen Interpretation und physikalische Ursache nicht abschlieend geklért ist.
Ob dieser Storfaktor bei anderen Funktionalen als der inneren Energie oder bei
komplexeren Verformungen auch auftritt, bleibt fiir zukiinftige Untersuchungen
offen.

Am Beispiel eines Kragtriagers unter hochdynamischer Belastung wurden sowohl
die innere Energie als auch das Verschiebungsfunktional ausgewertet. Abhéingig
vom Ort der Belastung stellte sich eine qualitative Anderung der Topologischen
Ableitung ein. Die Ergebnisse der adjungierten Losungsschemata unterscheiden
sich dabei zwar quantitativ, aber nicht qualitativ. Die Sensitivitét fiir das Verschie-
bungsfunktional wurde fiir zwei Punkte ausgewertet, um beurteilen zu kénnen,
ob die Sensitivitdten eine Entkoppelung von Krafteinleitung und Ort der Einzel-
punktverschiebung anzeigen kénnen. Die Ergebnisse lassen eine Interpretation der
tragenden Struktur zu, die vom Lastpfad der Krafteinleitung unabhéngig ist.

Die Schwingungen insbesondere der Adjungierten machen eine Berechnung des
Lastfalls in kleinen Zeitschritten nétig, so dass der Vorteil groferer Zeitschritte
bei der impliziten Zeitintegration nicht mehr ausgenutzt werden kann.
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Fiir die Topologische Ableitung bei nichtlinearem Materialverhalten und grofien
transienten Deformationen und Verzerrungen kann die vorliegende Dissertation
wesentliche Einblicke in die Besonderheiten bei der Berechnung mithilfe der ad-
jungierten Methode geben.

7.1 Ergebnisiibersicht

Die Topologische Ableitung eines Punktes ist die Sensitivitdt, die beschreibt,
wie sich ein Funktional dndert, wenn an diesem Punkt in den mechanischen
Korper eine infinitesimale Aussparung eingebracht wird. Wie in der linearen
Theorie bereits tiblich, wird sie mithilfe der Formableitung ausgedriickt. Es wird
physikalisch keine Aussparung eingebracht, sondern fiktiv betrachtet, wie ein Loch
das strukturmechanische Verhalten beeinflussen wiirde.

Mit der adjungierten Methode wird zunéchst allgemein das Funktional um die
mechanischen Gleichgewichtsbedingungen samt Lagrange-Multiplikator erweitert,
der auch Adjungierte genannt wird. Um die direkte Ableitung der Verschiebungen
nach dem Dimensionierungsparameter der Aussparung zu vermeiden, wird fur die
Adjungierte eine spezielle Losung gefordert. Es entstehen, in Abhéngigkeit der
Reihenfolge von zeitlicher Diskretisierung und Differenziation, zwei Losungssche-
mata. In beiden Féllen entsteht ein Randwertproblem mit Endwertbedingungen,
das vom Endwert her riickwérts gelost wird und in jedem Zeitschritt linear in
der Massenmatrix und der tangentialen Steifigkeitsmatrix des Systems ist, auch
wenn das Materialverhalten im Crash selbst nichtlinear ist. Fiir die adjungierte
Methode wird schon beriicksichtigt, dass zukiinftig sowohl die Sensitivitaten von
Funktionalen mit Verschiebungs- und Geschwindigkeitsabhédngigkeit als auch mit
Beschleunigungsabhéngigkeit berechnet werden kénnen.
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Die Integrale auf dem fiktiven Aussparungsrand, der durch die Berechnung der
Topologischen Ableitung mit der materiellen Methode entsteht, lassen sich unter
nichtlinearem Materialverhalten nicht so auflésen, wie dies bei linear elastischem
Materialverhalten noch méglich ist. Es bedarf hier einer numerischen Néaherung.
Diese wird fiir alle Randintegrale mit einer Interpolation des elasto-plastischen
Materialverhaltens und im Speziellen fir die Schalenmodellierung entwickelt. Die
Auswertung der Randintegrale erfolgt konkret fiir die innere Energie und fiir
die Verschiebung eines Einzelpunktes. Die beiden Funktionale sollen kombiniert
klassische Crashanforderungen wie minimale Beschleunigung des Fahrzeuginsassen
beim Aufprall und Sicherung des Uberlebensraums bedienen. Soll das Volumen
oder die Masse eines Kérpers in der Optimierung berticksichtigt werden, ist deren
Topologische Ableitung im gesamten Korper gleich. Daher wird keine weitere
Berechnung benoétigt.

Fir die Berechnung der Topologischen Ableitung ergibt sich ein nacheinander
folgender Ablauf, bei dem zuerst das Anfangsrandwertproblem des Crash-Lastfalls
berechnet werden muss. Anschlieffend wird das Endwertproblem mit einem der
beiden adjungierten Losungsschemata beginnend mit den Endwerten gelost. Die
Berechnung der Adjungierten ist durch die temporére Linearitidt der Steifigkeit
weniger komplex als die Crashsimulation. Die Auswertung der Randintegrale ver-
vollstandigt die Topologische Ableitung. Diese Auswertung kann parallel fir alle
finiten Elemente durchgefithrt werden. Da alle Integrationspunkte der Elemente zu
allen Zeitpunkten der Zeitintegration ausgewertet werden, steigt die Gesamtberech-
nungsdauer fiir die Topologische Ableitung aller Punkte eines Korpers zusétzlich
um eine weitere Berechnung von etwa dem Umfang der Crashberechnung. Bei
der Auswertung mehrerer Funktionale ist trotzdem nur eine zusétzliche Endwert-
rechnung notwendig, lediglich der Aufwand fiir die Auswertung auf Elementebene
summiert sich iber die Funktionale.

Anhand zweier akademischer Beispiele wurde die entwickelte Berechnungsmetho-
de inhdrent plausibilisiert. Mit dem Balken-Beispiel konnten die Schwingungen
der Adjungierten im Eigenfrequenzbereich begreifbar gemacht werden. Selbst fiir
cinfache Belastungen ist deshalb die Losung des Anfangsrandwertproblems mit
impliziter Zeitintegration mit so kleinen Zeitschritten notig, die sonst nur bei expli-
ziter Zeitintegration gefordert sind. Quasistatisch mit einer langsam gesteigerten
Einzelkraft geht die Topologische Ableitung des Balkens fir einen grofien Belas-
tungszeitraum in die lineare Topologische Ableitung ohne transiente Betrachtung
itber. Sobald die Tréagheitseffekte in die Berechnung einbezogen werden, entsteht
auch bei der linearen Belastung schon eine Schwingung, die bei der Integration
mit der schwingenden Adjungierten im ungiinstigsten Fall der Belastungsdauer
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eine Umkehr der hoch und niedrig sensitiven Bereiche des Balkens zur Folge hat.
Die beiden adjungierten Losungsschemata liefern dabei qualitativ gleichwertige
Ergebnisse. Mithilfe des Kragtrégers unter hochdynamischer Belastung konnte
mit der Variation des Ortes der Belastung das Verschicbungsfunktional nachvoll-
zogen werden. Liegt der Ort der zu messenden Einzelpunktverschiebung nahe der
Krafteinleitung, wird die Sensitivitat maBgeblich durch den allgemeinen Lastpfad
beeinflusst. Bei grofieren Abstdnden zwischen Krafteinleitung und Einzelpunkt
kann die Sensitivitat veranderte Tragerstrukturen aufzeigen. Die Grundlagenfor-
schung fiir die Topologieoptimierung crashbelasteter Strukturen ist damit um
einen wesentlichen Teil erweitert.

7.2 Diskussion und Verbesserungspotenzial der
vereinfachenden Annahmen

Fir die numerische Auswertung der Topologischen Ableitung wurden vereinfa-
chende Annahmen getroffen, die zum Teil mit besserem Wissen tiber die Material-
formulierung zukiinftig ersetzt oder wenigstens verbessert werden kénnen, ohne
die Aktualitdat und Richtigkeit dieser Arbeit aufzuheben.

Dass die Anfangswerte des Anfangsrandwertproblems unabhéngig von der Form
des Korpers sind, ist eine haltbare Voraussetzung, da bei Crashtestprotokollen
beispielsweise die Aufprallgeschwindigkeit festgelegt ist, unabhéngig von der Bau-
weise des Fahrzeugs. Auch die Lage eines Anschraubpunktes der betrachteten
Fahrzeugkomponente &dndert sich nicht durch die Topologische Variation.

Die duflere Belastung wurde in dieser Arbeit noch als von der Verschiebung
unabhéngig vorausgesetzt. Das schliefit Kontaktphdnomene aus, denn die Kréfte,
die durch Kontakt zu umgebenden Bauteilen oder Selbstkontakt entstehen, treten
im Allgemeinen erst mit der Verformung auf. Hier kann die Arbeit von der
Forschung zu den Dichtemethoden profitieren und erweitert werden.

Fiir die Berechnung der Pseudolast der inneren Energie wurde die Zeitableitung
des 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors implizit tiber die Zeitableitung
des Green-Lagrangeschen Verzerrungstensors berechnet. Diese Annahme kann
durch spezifischere Formulierungen des Materialmodells ersetzt werden. Mit der
Kenntnis der Spannungsrate in jedem Integrationspunkt kann auch die Annahme
der Unabhéngigkeit der Endspannung von der Verformungsgeschichte bei der
Berechnung der expliziten Ableitung der inneren Energie durch ein Zeitintegral
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ersetzt und die Ableitung genauer berechnet werden. Die Materialinterpolation
fir die Auswertung der Randintegrale beruht im Wesentlichen auf der Annahme
tempordr linear elastischen Materialverhaltens. Der Tangentenmodul wird dabei
phédnomenologisch aus der plastischen Dehnung ermittelt. Eine Verwendung des
Tangentenmoduls, der bei der Crash-Berechnung tatséchlich verwendet wird, wiirde
hier eine Unsicherheitsstelle eliminieren.

Die Auswertung der Randintegrale erfolgte gemischt mit den Spannungsgrofen
der Momentankonfiguration, aber mangels genauer Kenntnis der durch die Verfor-
mung entstechenden Lochform, auf dem undeformierten Aussparungsrand in der
Referenzkonfiguration. Eine Berechnung der Lochform durch die Integration der
Dehnungen am Lochrand setzt allerdings die gleiche Kenntnis des Dehnungstensors
am Lochrand voraus, die auch fir die Spannungsberechnung benétigt wird. Fiir die
Berechnung dieses Dehnungstensors wurde die vereinfachende Annahme getroffen,
dass die linearen Formeln zur Spannungsberechnung am Lochrand basierend auf
der Kirchhoffschen Plattentheorie und dem ebenen Spannungszustand superponiert
gelten, aber mit dem temporédren Tangentenmodul der Materialinterpolation. Diese
Annahmen haben solange Bestand, bis eine Berechnung der Spannungen am Aus-
sparungsrand auch bei plastischer Dehnung mdglich ist. Die Spannungsberechnung
auf dem Aussparungsrand in rein analytischer Form prognostizieren zu kénnen,
wirde die Auswertung der Topologischen Ableitung verbessern. Als Vorstufe
kann mit Hilfe einer Approximation eine bessere Abschitzung der Randintegrale
in Abhangigkeit der makroskopischen Spannungen und Momente vorgenommen
werden.

Durch die notwendig gewordenen kleinen Zeitschritte der Crashsimulation, muss
zunéchst die Datenschnittstelle zur Berechnungssoftware verbessert werden, um
effizient die externen Daten lesen, schreiben und verarbeiten zu kénnen. Nur dann
kann die Untersuchung der Belastungsdauer fiir komplexere Beispiele erfolgen.
Hier muss insbesondere bewertet werden, ob bei einem grofieren Anteil plastischer
Dehnungen in der Verformung die Abhéangigkeit von der Lange des Belastungs-
zeitraums weiterhin vorhanden ist. Zur Uberpriifung miissen die Topologischen
Ableitungen tiber den Differenzenquotient validiert werden.

Um die Akzeptanz der Verwendung der Topologischen Ableitung in der Opti-
mierung crashbelasteter Strukturen zu erhohen, ist zundchst die Behandlung
von Kontaktphdnomenen einzubauen, damit komplexe Verformungsbilder wie
Faltenbeulen betrachtet werden kénnen. Dann ist die Anwendung mit der Level-
Set-Methode attraktiv fiir die praktische Anwendung.
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Python Software Foundation, 9450 SW Gemini Dr.,
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Anhang B

Integralrechung im R"

B.1 Mehrfachintegration

Die beiden verwendeten Integrations-Transformationen in dieser Arbeit basie-
ren auf mathematischem Grundwissen iiber Mehrfachintegration und sind der
Standard-Lehrliteratur zur Analysis (Analysis 3, Forster 2017b) wortlich entnom-

men.

Die erste Formel ist die bekannteste, da sie prinzipiell eine Erweiterung der Substi-
tutionsregel der einfachen Integration ist. Die zweite Formel wird zur Integration
iiber Untermannigfaltigkeiten benotigt. In dieser Arbeit ist das die Integration auf
dem Referenzelement in der Methode der finiten Elemente fiir Schalen und bei
den Integrationen auf dem Aussparungsrand.

B.1.1 Die Transformationsformel

Schreibweise (Funktionalmatrix). Seien U und V zwei offene Teilmengen des R™.
Die Funktionalmatrix einer Abbildung ® : U — V wird mit

oe; .. 0%
611 31L‘n
Dd=| : :
00, ... 0%y
Oz Oxp

bezeichnet.
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Satz. Seien U,V offene Teilmengen des R" und @ : U — V eine C'-invertierbare
Abbildung'. Eine Funktion f : V — R ist genau dann iiber V integrierbar, wenn
die Funktion (f o ®)|det D®| : U — R tber U integrierbar ist und es gilt dann

[ £ (@) |det DD(@)] a"z = [ [ (y) a"y.
U v

B.1.2 Integration iiber Untermannigfaltigkeiten

Sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und f : M — R eine
Funktion. Es soll das Integral von f tiber M erklart werden. Dies geschieht mittels
Karten.

Sei zundchst vorausgesetzt, dass es eine Karte ¢ : T — V C M, (T C R¥,
offen) von M gibt, so dass f|M \ V = 0. Es sei g die Gramsche Determinante
beziiglich ¢:

g(t) = det (Ju()"Tu(¢)) -

Dann heifit f integrierbar tiber M, falls die Funktion

te flo(t)yg(t)

iiber 7" integrierbar ist und man setzt

[ 1@ as@) = [ few)otdt.
M

T

Man nennt dS(z) das k-dimensionale Fliachenelement.

Der Lochrand dc,(Xj) ist bei diinnen Bauteilen im Verhéltnis zu der Raumli-
chen Ausdehnung eine zylindrische Ausstanzung. Die Integrationsflache kann in
Zylinderkoordinaten parametrisiert werden. Die Karte &, : R? — R3 und ihre
Jacobimatrix sind gegeben durch

7 COS —rsing 0
Oy (p,2) = [rsing und Jiozy = 1| reosp 0
z 0 1

1d. h. bijektiv und ® und ®~! sind stetig differenzierbar
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Die Gramsche Determinante der Karte ist det J@Z)J(%Z) =72, Die Zylinderman-
telfliche ist definiert als Z := @ ((0,27r) X (f%, %)) und die Integration einer
Funktion iiber der Zylindermantelfliche kann durch

[50)as0) = [ [ 1@t rdpds
Z 0 _h

erfolgen. Ist insbesondere f = 1, so ist die Mantelfldche

2w 3

//f(q)(tp,z))rdgpdz = 2nrh.

0 _h
2

B.2 GauBscher Integralsatz

Der Gauflsche Integralsatz erlaubt, das Volumenintegral durch ein Oberflacheninte-
gral zu ersetzen. Die folgende Formulierung des Satzes ist wortlich dem Lehrbuch
Analysis 3 (Forster 2017a) entnommen:

Satz. Sei A C R" eine kompakte Teilmenge mit glattem Rand, v : 04 — R" das
duflere Einheits-Normalenfeld und U O A eine offene Teilmenge von R". Dann gilt
fir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld F' : U — R"

/ div F(z)d"z = / F(z)-v(z)dS(z).
94

Bemerkung. Der Gauflsche Integralsatz gilt auch noch, wenn der Rand von A nicht
glatt ist, sondern niederdimensionale Singularitdten (Kanten, Ecken, etc.) hat und
das Vektorfeld F nicht in einer vollen Umgebung von A stetig differenzierbar ist.

Daraus resultieren die Integrale fiir das Vektorfeld u und fir das Tensorfeld T' auf
dem Rand des Korpers

/u~ndF: /DivudQ und /TndF: /DideQ.
o0 2 o0 2
B.3 Satz iiber die differenzierbare Abhangigkeit

vom Parameter

Die Vertauschbarkeit von Differenziation und Integration wird mit dem Satz tiber
die differenzierbare Abhangigkeit vom Parameter begriindet. Der Satz fiir die
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Mehrfachintegration ist dem Analysis-Lehrbuch Analysis 3 Forster 2017b wortlich
entnommen.

Satz. Sei (2,0, i) ein Mafraum und / C R ein nicht-entartetes Intervall. Weiter
sei
f:OxI—=R, (x,t) = f(x,t),

eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:
a) Fir jedes feste ¢ € I ist die Funktion x — f(xz,t) p-integrierbar auf 2.
b) Fiir jedes feste x € § ist die Funktion ¢t — f(x,t) differenzierbar in 1.

c) Es gibt eine integrierbare Funktion F : © — R, mit

‘aa—{(:r t)' < F(z) firalle (z,t)eQxI.

Dann ist die durch

g(t) == [ S, 1) dpu(a)
Q

definierte Funktion g : I — R differenzierbar. Fiir jedes feste t € [ ist die Funktion
x = %(1, t) iber  integrierbar und es gilt
_ 9

g() = | 5@t du(x).
Q

B.4 Integrale iiber Nullmengen

Die Definition und der folgende Satz sind wortlich dem Lehrbuch Analysis 3 von
Forster 2017b entnommen:

Definition. Sei (2,0, 1) ein Mafraum und p* : B (Q) — R, das zugehérige
auBere MaB. Eine Teilmenge S C Q heifit pu-Nullmenge, falls p*(S) = 0. Im Falle
des Lebesgueschen Mafles spricht man von Lebesgue-Nullmengen.

Satz. Eine Teilmenge A C R" ist genau dann eine Lebesguesche Nullmenge, wenn
es zu jedem ¢ > 0 eine Folge Wy, k > 1, von kompakten Wiirfeln W, C R™ gibt
mit

AC W und > Vol, (W) <e.
k=1 k=1
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Die Folgerungen fiir die Integration auf Nullmengen sind dem Vorlesungsskript
Mehrfachintegration von Steffen Roch? wortlich entnommen.

Folgerungen.
o Ist f messbar und p(E) =0, soist [ fdu = 0.
E

e Sind A C B messbare Mengen mit u(B \ A) = 0 und ist f Lebesgue-

integrierbar, so ist ‘
[fau= [ fau.
A B

2Sommersemester 2007, Technische Universitdt Darmstadt, Vorlesung Mehrfachintegra-
tion, https://www.mathematik.tu-darmstadt.de/media/analysis/lehrmaterial _anapde/roch/
integrat.pdf, Aufruf am 31.03.21












